Modelowanie zaleznosci cen kontraktéw terminowych z wykorzystaniem

wybranych kopul statycznych
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Streszczenie. Zaleznosci pomiedzy cenami kontraktéw terminowych na produkty rolne majg istotne
znaczenie zaréwno z punktu widzenia uczestnikéw rynku, jak i analizy ryzyka na rynkach finansowych.
Klasyczne miary korelacji liniowej, takie jak wspotczynnik Pearsona, mogg jednak nie w petni
odzwierciedla¢ nieliniowy charakter zaleznosci oraz wspotwystepowanie ekstremalnych zmian cen na
rynku terminowym.

Celem artykutu jest identyfikacja oraz ocena zaleznosci pomiedzy dziennymi stopami zwrotu
kontraktow terminowych na wybrane produkty rolne (kukurydza, soja, pszenica) notowane na gietdzie
Chicago Board of Trade w latach 1987-2022. W badaniu zastosowano siedem dwuwymiarowych kopul
(funkcji powigzan) statycznych: Gaussa, -Studenta, Gumbela, Claytona, Franka, Joego oraz Placketta,
przy dwoch alternatywnych specyfikacjach rozktadéw brzegowych: normalnym i ¢-Studenta.
Dodatkowym celem badania jest poréwnanie przydatnosci wybranych rodzin kopul w modelowaniu tych
zaleznos$ci oraz ocena ich zdolno$ci do odzwierciedlenia empirycznej struktury wspotzalezno$ci.

Estymacja parametrow kopul zostata przeprowadzona metodg najwiekszej wiarygodnosci, a site
zaleznosci oceniono za pomocg wspofczynnika tau Kendalla. Wyniki wskazujg, ze najlepsze
dopasowanie do danych empirycznych zapewnia kopula Placketta oraz kopula Franka, natomiast w
przypadku estymacji parametréw najczesciej najlepsze wyniki uzyskano dla kopuli t-Studenta.

Zaobserwowana rozbiezno$¢ miedzy precyzjg estymacji parametrow a oceng jakosci dopasowania
modeli sugeruje, ze podejscie statyczne moze by¢ niewystarczajgce do modelowania zaleznosci w
czasie. Wskazuje to na potrzebe zastosowania kopul dynamicznych, ktére uwzgledniajg zmiennosc¢
struktury zaleznosci w kolejnych okresach czasowych.

Stowa kluczowe: cena kontraktu terminowego, funkcje powigzan (kopule), estymacja, rozktady
brzegowe, wspétczynnik tau Kendalla
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Abstract. Dependencies between prices of agricultural futures contracts are of considerable importance

both for market participants and for risk analysis in financial markets. However, classical measures of
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linear correlation, such as Pearson’s correlation coefficient, may fail to fully capture nonlinear
dependence structures as well as the co-occurrence of extreme price movements in futures markets.

The aim of this article is to identify and assess the dependence between daily returns of futures
contracts on selected agricultural commodities (corn, soybeans, and wheat) traded on the Chicago
Board of Trade over the period 1987—-2022. The study employs seven static bivariate copulas: Gaussian,
t - Student, Gumbel, Clayton, Frank, Joe, and Plackett, under two alternative specifications of marginal
distributions: normal and t - Student. An additional objective of the study is to compare the suitability of
selected copula families for modeling these dependencies and to assess their ability to accurately
capture the empirical dependence structure.

The copula parameters were estimated using the maximum likelihood method, and the strength of
the dependencies was assessed using Kendall’s tau coefficient. The results indicate that the Plackett
and Frank copulas provide the best fit to the empirical data, while in terms of parameter estimation, the
t-Student copula most frequently yields the best results.

The observed discrepancy between the precision of parameter estimation and the assessment of
model goodness-of-fit suggests that the static approach may be insufficient for modeling time-varying
dependence. This highlights the need for dynamic copulas, which account for the changing structure of
dependence over time.

Keywords: futures contract price, copulas, estimation, marginal distributions, Kendall’'s tau coefficient

1. Wprowadzenie

Analiza zaleznos$ci pomiedzy cenami instrumentow finansowych odgrywa kluczowa role w
badaniach nad funkcjonowaniem rynkéw terminowych, zarzadzaniem ryzykiem oraz
dywersyfikacja portfela. W praktyce empirycznej do opisu wspotzaleznosci pomiedzy
zmiennymi finansowymi najczesciej stosowany jest wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona.
Miara ta — mimo swojej popularnos$ci i prostoty interpretacyjnej — posiada istotne ograniczenia,
zwlaszcza w odniesieniu do danych finansowych, ktore czesto charakteryzujg si¢ nieliniowg
strukturg zaleznosci, asymetrig rozktadow oraz wystgpowaniem obserwacji ekstremalnych. W
takich warunkach klasyczne podejs$cie korelacyjne moze prowadzi¢ do niepelnego lub
znieksztatconego obrazu relacji pomi¢dzy badanymi zmiennymi.

Alternatywe dla tradycyjnych miar zalezno$ci stanowig funkcje powigzan (kopule), ktére
umozliwiaja elastyczne modelowanie struktury zalezno$ci niezaleznie od rozktadow
brzegowych zmiennych. Zastosowanie kopul pozwala na identyfikacj¢ zalezno$ci nieliniowych
oraz analize wspodlzaleznosci w ogonach rozktadéw, co ma szczegolne znaczenie w badaniach
rynkéw finansowych 1 towarowych. W literaturze przedmiotu kopule znalazly szerokie

zastosowanie m.in. w analizie rynkow akcji, walut oraz instrumentéw pochodnych (zob. np.



Cherubini i in., 2004; Cherubini i Luciano, 2003; Choe i Jang, 2011; Gubbels i in., 2026; Herath
i1in., 2013; Li, 2000; Sun, 2025; van den Goorbergh i in., 2005; Yildirim i Cengiz, 2024), jednak
wcigz relatywnie mniej uwagi poswigca si¢ porownawczej ocenie jakosci dopasowania réznych
statycznych kopul w badaniach zalezno$ci pomiedzy cenami kontraktéw terminowych na
produkty rolne.

Rynek kontraktéw terminowych na produkty rolne cechuje si¢ znaczng zmienno$cig oraz
podatnoscia na czynniki fundamentalne i losowe, takie jak warunki pogodowe, zmiany polityki
handlowej czy zaklocenia podazy. Powoduje to, ze struktura zaleznosci pomiedzy cenami
poszczegdlnych instrumentdéw moze mie¢ charakter zlozony 1 odbiega¢ od zaleznosci
liniowych. Zastosowanie statycznych kopul umozliwia uchwycenie tych relacji w sposob
bardziej elastyczny, jednak skuteczno$¢ takiego podejscia zalezy zarowno od wyboru
odpowiedniej rodziny kopuli, jak 1 specyfikacji rozktadéw brzegowych.

Celem artykutu jest identyfikacja oraz ocena zaleznos$ci pomigdzy dziennymi stopami zwrotu
kontraktow terminowych na wybrane produkty rolne (kukurydza, soja, pszenica) notowane na
gietdzie Chicago Board of Trade w latach 1987-2022. W analizie zastosowano siedem
dwuwymiarowych kopul (funkcji powigzan) statycznych: Gaussa, ¢-Studenta, Gumbela,
Claytona, Franka, Joego oraz Placketta, przy dwoch alternatywnych specyfikacjach rozktadow
brzegowych: normalnym i #-Studenta. Dodatkowym celem badania jest poréwnanie
przydatno$ci wybranych rodzin kopul w modelowaniu tych zalezno$ci oraz ocena ich zdolnosci
do odzwierciedlenia empirycznej struktury wspotzaleznosci.

Istotnym uzasadnieniem podjgcia niniejszego badania jest znaczenie analizowanych
produktow rolnych dla globalnego rynku towarowego. Kukurydza, soja oraz pszenica naleza
do kluczowych surowcow rolnych, a ceny kontraktow terminowych na te produkty sa
wzajemnie powigzane, zard0wno poprzez czynniki popytowo-podazowe, jak i mechanizmy
substytucji oraz wspolne uwarunkowania makroekonomiczne. Zrozumienie struktury
zalezno$ci pomigdzy ich cenami ma istotne znaczenie dla uczestnikow rynku, w szczego6lnosci
w konteks$cie dywersyfikacji portfela, zarzadzania ryzykiem oraz konstruowania strategii
hedgingowych'.

Dodatkowym celem badania jest porownanie przydatnosci wybranych rodzin kopul w
modelowaniu tych zaleznos$ci oraz ocena ich zdolnosci do odzwierciedlenia empirycznej

struktury wspotzaleznosci.

1 Strategie hedgingowe (strategie zabezpieczajgce) polegajg na podejmowaniu dziatan majgcych na
celu ograniczenie ryzyka niekorzystnych zmian cen aktywéw lub instrumentéw finansowych, m.in.
poprzez wykorzystanie odpowiednich instrumentéw pochodnych (zob. Hull, 2009).



2. Podstawy teoretyczne i metodyczne zastosowania kopul

statycznych

Wobec niedoskonato$ci najpopularniejszej miary zaleznosci jaka jest wspotczynnik korelacji
liniowej Pearsona, do badania zalezno$ci mig¢dzy zjawiskami spoteczno-gospodarczymi coraz
czegsciej wykorzystywane sg funkcje powigzan. Jest to narzgdzie, ktére doskonale nadaje si¢ do
modelowania niemal wszystkich typow zalezno$ci miedzy szeregami czasowymi. Pojecie
funkcji powigzan, nazywanej rowniez czesto funkcja kopuli, pojawito si¢ po raz pierwszy w
literaturze przedmiotu w 1959 roku w pracy naukowej Sklara (1959). Jednak dopiero w latach
dziewieédziesiatych za sprawg monografii Joego (1997) oraz Nelsena (2006) funkcje te zyskaty
ogromng popularnos$¢, gtownie dzieki ukazaniu ich szerokiego zastosowania praktycznego w
modelowaniu zalezno$ci.

Funkcje powigzan stanowig narzedzie umozliwiajagce modelowanie zalezno$ci pomiedzy
zmiennymi losowymi w sposob niezalezny od ich rozktadow brzegowych. Zgodnie z
twierdzeniem Sklara (zob. Schweizer i Sklar, 1974; Sklar, 1959) kazda wielowymiarowa
dystrybuant¢ mozna przedstawi¢ za pomocg funkcji kopuli oraz odpowiednich rozktadow
brzegowych, co pozwala na rozdzielenie analizy zachowania marginalnego zmiennych od
analizy ich wspoétzaleznosci.

Zastosowanie kopul umozliwia identyfikacj¢ zalezno$ci nieliniowych oraz oceng
wspotzaleznosci w obszarach skrajnych rozktadéw, co jest szczegdlnie istotne w badaniach
rynkéw finansowych 1 towarowych. Dzigki tej elastyczno$ci kopule znajduja szerokie
zastosowanie w analizie ryzyka, modelowaniu portfela oraz badaniach rynkéw instrumentow
pochodnych. W niniejszym artykule wykorzystano statyczne kopule dwuwymiarowe, ktore
zaktadajg statos¢ struktury zaleznosci w czasie.

W analizie empirycznej zastosowano wybrane rodziny statycznych kopul dwuwymiarowych,
réznigce si¢ charakterem opisywanej zaleznosci oraz wlasnosciami dotyczacymi symetrii i
zachowania w ogonach rozktadéw. Dobor kopul podyktowany byt ich popularnoscia w

badaniach finansowych oraz zdolnoscig do modelowania réznych typow zaleznosci.

Kopule rozkladow eliptycznych

Kopula Gaussa

Wielowymiarowa kopula Gaussa (ang. Multivariate Gaussian Copula) — lub uyjmujac inacze;j:

kopula wielowymiarowego rozktadu normalnego — zdefiniowana jest nast¢pujaco:



C8%(uy, ..., ug) = Pr(@71(uy), ..., 2" (uy)) (1)
gdzie:
®r — dystrybuanta wielowymiarowego standaryzowanego rozktadu normalnego z macierza
korelacji R,
® — dystrybuanta standardowego, jednowymiarowego rozktadu normalnego.

Wzor (2.1) mozna zapisa¢ rowniez w formie:

o 1 (uy) > (uy) 1 1 _
CRO(wy,nug) = [ [ Tooam &P (—ExTR 1x) dx ...dxg, (2)

przy czym |R| oznacza tutaj wyznacznik macierzy.

W przypadku dwuwymiarowym macierz korelacji R ma postacé:

gdzie pe(—1, 1) jest parametrem zaleznosci kopuli Gaussa i okre$la kierunek i site zalezno$ci
pomigdzy zmiennymi.

Kopula Gaussa umozliwia opis symetrycznych zaleznos$ci liniowych 1 charakteryzuje sie
brakiem zalezno$ci w ogonach rozktadu.

Gestos¢ kopuli Gaussa jest opisana za pomocg Wzoru:

Ry .y 1ta) = exp (= 36" (R = 1)g) (1)

gdzie:

¢ =(@7 ) @ () @, ))

Na wykr. 1 zaprezentowana zostata przyktadowa ilustracja graficzna kopuli Gaussa w
przypadku dwuwymiarowym dla przyjetej warto$ci parametru p = 0,8 . Warto$¢ ta oznacza

silng dodatnig zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi w strukturze zalezno$ci opisanej przez kopule

Gaussa.



Wykr. 1. Dwuwymiarowa kopula Gaussa dla parametru p = 0,8
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|

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.

Kopula z-Studenta

Wielowymiarowa kopula #-Studenta (ang. Multivariate Student’s t-Copula) zdefiniowana jest

W nastepujacy sposob:

Cfg,tv(ub coUg) = tR,v(tv_l(ul)’ veuy tv_l(ud)): 4)
gdzie:
tg» — dystrybuanta wiclowymiarowego rozktadu 7-Studenta o v stopniach swobody z macierza
korelacji R,

t, — dystrybuanta standardowego jednowymiarowego rozkladu #-Studenta o v stopniach

swobody,
v > 0 oznacza parametr liczby stopni swobody rozktadu t-Studenta.

Parametr p kontroluje zachowanie zalezno$ci w ogonach rozktadow. Nizsze wartosci
parametru wskazuja na wigksze znaczenie wspotwystepowania obserwacji ekstremalnych.

Wzor (4) mozna przedstawi¢ rowniez w postaci:

(v+d) _v+d

f_t';l(ul).. ftal(ud) 2 (1+%xTR_1x) 2 dxy ...dxg. (5)

Ct(uq,...,uy) = _ S I
R,v( 1 d) 0 —0 F(E) '—(vn)d|R|
Kopula ¢-Studenta, dzieki dodatkowemu parametrowi v, pozwala na modelowanie
symetrycznej zaleznosci w ogonach rozktadéw, co czyni jg szczegdlnie uzyteczng w analizie
danych finansowych charakteryzujacych si¢ wystgpowaniem obserwacji ekstremalnych.

Gestos¢ kopuli -Studenta wyrazona jest wzorem:



o)) e

r(m v+1 (6)
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gdzie:
-l
g =t"(u,).
Wykr. 2 przedstawia dwuwymiarowa kopule #-Studenta wygenerowanag dla przyjetej
warto$ci parametru p = 0,8 oraz dla 4 stopni swobody. Warto$¢ parametru p = 0,8 oznacza

silng dodatnig zalezno$¢ pomig¢dzy zmiennymi, natomiast v = 4 wskazuje na relatywnie istotng
role zaleznosci w ogonach rozktadow, zwigzanej z mozliwoscia wspotwystgpowania

obserwacji ekstremalnych.

Wykr. 2. Dwuwymiarowa kopula t-Studenta dla parametrow 0 = 0,8 iv = 4

o —

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.

Kopule archimedesowe

Kopule archimedesowe, w odréznieniu od kopul eliptycznych, definiowane sg za pomoca dos¢
prostych wzorow analitycznych. Stanowig one bardzo uzyteczne narzgdzie do modelowania

zaleznosci w ogonach rozktadow.

Kopula Gumbela

Kopula ta zostala wprowadzona do literatury w 1960 roku przez E. J. Gumbela
1 nazywana jest rowniez kopulg Gumbel-Hougaarda (zob. Gumbel, 1960). Jawna postac

wielowymiarowej kopuli Gumbela dana jest nastepujacym wzorem:

i=1

Cgu(ul’.“’ud;g):exp _|:Z(_ln(1/li)>9:|g , (7)



gdzie 6 > 1.

Parametr 0 okresla sile zaleznosci w goérnym ogonie rozkladu. Dla 8 = 1 zmienne s3
niezalezne, natomiast wraz ze wzrostem warto$ci prametru rosnie sita wspotwystepowania
wysokich warto$ci analizowanych zmiennych.

Kopula Gumbela umozliwia modelowanie zaleznos$ci przede wszystkim w gérnym ogonie
rozktadu.

Na wykr. 3 zaprezentowana zostala przykladowa dwuwymiarowa kopula Gumbela

wygenerowana dla parametru @ = 2.

Wykr. 3. Dwuwymiarowa kopula Gumbela dla parametru @ = 2

o -

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.

Kopula Claytona

Wielowymiarowa posta¢ kopuli Claytona wyraza si¢ wzorem:

1

d
Cy' (uy,...u,;0) = max {Zu;e—(d—l)} 0,0 : )
=1

gdzie § > —.

Parametr 6 okresla site zalezno$ci w dolnym ogonie rozktadu. Dla 8 = 0 kopula Claytona
odpowiada niezaleznos$ci zmiennych, natomiast w przypadku dodatnich warto$ci parametru
wraz ze wzrostem jego warto$ci ros$nie sita wspotwystepowania niskich wartosci
analizowanych zmiennych.

Kopula ta zostala po raz pierwszy zaprezentowana w artykule Claytona (1978).
Charakteryzuje si¢ ona zdolno$cig do opisu zaleznosci w dolnym ogonie rozktadu.

Na wykr. 4 zaprezentowano przyktadowg ilustracje graficzng kopuli Claytona w przypadku

dwuwymiarowym dla przyjetej wartosci parametru 6 =0,5.



Wykr. 4. Dwuwymiarowa kopula Claytona dla parametru 0=05

o -
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Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.

Kopula Franka

Kopula Franka nalezy do rodziny kopul promieniscie symetrycznych. Zostata zaproponowana
przez M. J. Franka (1979). Jej wzor jawny w przypadku wielowymiarowym mozna zapisa¢ w
nastepujacy sposob:

lli[(eeu, _ 1)

. 1
Cg’ (ul,...,ud;0)=—gln 1+W ’ (9)
e f—

gdzie 8 > 0.

Parametr 6 okresla sit¢ zalezno$ci pomiedzy zmiennymi. Wraz ze wzrostem jego wartosci
rosnie sita dodatniej zalezno$ci, natomiast wartosci parametru zblizajace si¢ do zera
odpowiadajg zalezno$ci zblizonej do niezalezno$ci. Kopula Franka pozwala na opis
symetrycznych zaleznosci bez preferencji ogonowych.

Wykr. 5 przedstawia przyktadowa dwuwymiarowa kopule Franka dla przyjetej wartosci

parametru 6 =0,5.



Wykr. 5. Dwuwymiarowa kopula Franka dla parametru 0=0,5
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Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.

Kopula Joego
Kopula Joego, nazywana réwniez kopula BS, zostala wprowadzona do literatury przedmiotu w

roku 1993 (zob. Joe, 1993, 1997, s. 141-142). Jej wielowymiarowa posta¢ mozna wyrazi¢ za

pomocg wzoru:

|~

1

: (1—u,.)g—fl[(1—u,.)g} : (10)

G’ (uy,....uy50) :1—[
gdzie 1 < 0 < oo.

Kopula Joe, podobnie jak kopula Gumbela, opisuje asymetryczng zaleznos$¢ skoncentrowang
w gornym ogonie rozkladu. Parametr 6 okresla site tej zalezno$ci, mianowicie dla 68 = 1
zmienne s3 niezalezne, natomiast wraz ze wzrostem wartosci parametru ro$nie sita
wspotwystgpowania wysokich warto$ci analizowanych zmiennych. Kopula Joe jest zatem
szczegOlnie uzyteczna w analizie wspotwystepowania ekstremalnych wzrostow cen.

Wykr. 6. przedstawia przyktadowa kopule Joego wygenerowang dla przyjetej wartosci

parametru @ = 2.

Wykr. 6. Dwuwymiarowa kopula Joego dla parametru 6 = 2

o —
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Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.
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Kopula, ktora nie przynalezy ani do rodziny kopul eliptycznych, ani do rodziny kopul
archimedesowych, zostala wprowadzona do literatury przez Placketta (1965) i nosi nazwe

swego tworcy.

Kopula Placketta

Wzér dla przypadku wielowymiarowego ma postac:

Cg’(ul,...,ud;ﬁ):

gdzie 6 > 01 0=1.

Parametr 6 okresla kierunek i site zalezno$ci pomiedzy zmiennymi. Dla 6 = 1 wystepuje
niezalezno$¢ zmiennych, wartosci 8 > 1 odpowiadajg zaleznosci dodatniej, natomiast 0 < 6 <
1 zaleznos$ci ujemne;j. Im bardziej warto$¢ prametru odbiega od 1, tym silniejsza jest zaleznos¢
pomigdzy zmiennymi. Kopula Placketta cechuje si¢ duza elastycznosciag w modelowaniu
zaro6wno dodatnich, jak 1 ujemnych zaleznos$ci o r6znym natgzeniu.

Na wykr. 7 zaprezentowana zostata dwuwymiarowa kopula Placketta wygenerowana dla

przyjetej wartosci parametru € = 2.

Wykr. 7. Dwuwymiarowa kopula Placketta dla parametru @ = 2
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Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.
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3. Metoda badania

3.1. Opis préoby badawczej

Przedmiotem badania sg dzienne ceny kontraktéw terminowych na wybrane produkty rolne, t;.
kukurydzg, soje oraz pszenicg, notowanych na gietdzie Chicago Board of Trade. Analiza
obejmuje lata 1987-2022, a pojedynczy szereg czasowy liczy 9 090 obserwacji, co pozwala na
uchwycenie zréznicowanych warunkéw rynkowych wystgpujacych na rynku terminowym
produktéw rolnych.

W celu zapewnienia porownywalnosci analizowanych szeregdw czasowych oraz eliminacji
wplywu skali cen, szeregi cenowe zostaly przeksztalcone do postaci logarytmicznych stop
zwrotu. Takie podejscie jest powszechnie stosowane w badaniach empirycznych rynkow
finansowych 1 umozliwia analiz¢ zalezno$ci pomiedzy zmiennymi o zblizonych wtasnosciach
statystycznych.

Analiza zalezno$ci zostata przeprowadzona dla trzech par produktow rolnych: kukurydza—
soja, kukurydza—pszenica oraz soja—pszenica, co pozwala na ocen¢ zréznicowania struktury
zaleznosci pomiedzy instrumentami o odmiennych uwarunkowaniach podazowo-popytowych.

Szczegdtowe informacje dotyczace statystycznych witasnosci rozktadu cen produktow

rolnych na rynku terminowym mozna znalez¢ w pracach Malika (2011, 2025, s. 126—-132).

3.2. Specyfikacja rozktadéw brzegowych

W analizie empirycznej przyjeto dwie alternatywne specyfikacje rozktadéow brzegowych
badanych stop zwrotu: rozklad normalny oraz rozktad #-Studenta. Zastosowanie dwdch roznych
rozktadow brzegowych pozwala na ocen¢ wrazliwosci wynikow estymacji kopul na zalozenia
dotyczace zachowania marginalnego zmiennych.

Rozktad normalny stanowi punkt odniesienia, czg¢sto wykorzystywany w analizach
empirycznych, natomiast rozktad z-Studenta umozliwia uwzglednienie leptokurtozy oraz
wystepowania obserwacji ekstremalnych, charakterystycznych dla danych finansowych.
Parametry rozkladow brzegowych zostaly oszacowane metodg najwigkszej wiarygodnosci.

Na podstawie oszacowanych dystrybuant brzegowych dane zostaty nastepnie przeksztatcone
do rozktadu jednostajnego na przedziale (0,1), co umozliwilo dalsza estymacje parametrow

funkcji powigzan.
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W niniejszym badaniu zastosowano parametryczne podejscie do estymacji rozktadow
brzegowych. Alternatywa mogloby by¢ wykorzystanie metody nieparametrycznej, opartej na
empirycznej dystrybuancie rozktadu. Podejscie takie pozwala uniknaé zatozen dotyczacych
postaci rozktadéw brzegowych, jednak w przypadku duzych préb oraz danych finansowych o
wysokiej zmienno$ci moze prowadzi¢ do niestabilno$ci estymacji w obszarach ogonowych.

Z uwagi na pordwnawczy charakter badania oraz che¢é zachowania spdjnosci
metodologicznej pomiedzy analizowanymi modelami, zdecydowano si¢ na zastosowanie
podejécia parametrycznego. Analiza z wykorzystaniem metod nieparametrycznych stanowi

interesujacy kierunek dalszych badan.

3.3. Procedura estymaciji kopul statycznych

Analiza zalezno$ci pomig¢dzy stopami zwrotu badanych kontraktow terminowych zostata
przeprowadzona z wykorzystaniem statycznych dwuwymiarowych funkcji powigzan. W
badaniu uwzgledniono siedem modeli kopul: kopule eliptyczne (Gaussa oraz ¢-Studenta),
kopule archimedesowe (Claytona, Gumbela, Franka oraz Joego) oraz kopule Placketta,
nienalezaca do zadnej z wymienionych rodzin.

Procedura badawcza obejmowata kilka etapow. W pierwszym kroku oszacowano parametry
rozktadow brzegowych dla poszczegdlnych szeregdw stop zwrotu (zob. Malik, 2024).
Nastepnie na podstawie otrzymanych dystrybuant dane zostaly przeksztatcone do rozktadu
jednostajnego. W  kolejnym etapie prac przeprowadzono estymacje parametrow
poszczegolnych kopul metoda najwigkszej wiarygodnosci, oddzielnie dla kazdej pary
produktow rolnych oraz dla obu rozktadéw brzegowych.

Warto zauwazy¢, ze strukturg zaleznosci miedzy réznymi obserwacjami empirycznymi
mozna okresli¢ za pomocg macierzy korelacji, poniewaz kopule sa niezmiennicze wzgledem
scisle monotonicznych przeksztalcen rozktadow brzegowych. Informacje na temat
powszechnego stosowania struktury zalezno$ci migdzy kopulami eliptycznymi mozna znalez¢
np. w artykule Yana (2007). Dlatego tez w przypadku kopul eliptycznych strukture zaleznosci
opisano za pomocg parametru korelacji p, natomiast dla pozostalych kopul zastosowano
parametr charakterystyczny dla danej rodziny tj. 6. Dodatkowo dla kopuli #-Studenta
oszacowano parametr liczby stopni swobody, odpowiedzialny za intensywnos$¢ zalezno$ci w

ogonach rozktadow.
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3.4. Kryteria oceny sily zaleznosci i jakosci dopasowania

Kolejnym etapem badania byto sprawdzenie, czy struktura zalezno$ci opisana za pomoca
wyestymowanych kopul jest dostatecznym przyblizeniem rzeczywistosci 1 czy jest
odpowiednia do modelowania danych empirycznych. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢
kilka propozycji dotyczacych wyboru testow zgodnosci dla modeli kopuli. Przyktadem w tym
zakresie moze by¢ artykul Holdy i Malik (2013), w ktorym test dobroci dopasowania kopuli
Gaussa 1 t-Studenta do danych empirycznych bazuje na statystyce Cramera-Misesa,
zdefiniowanej w pracy Genesta i in. (2009). Wartosci krytyczne dla tej statystyki zostaly
natomiast wyznaczone za pomocg bootstrapu parametrycznego (zob. Kojadinovic i in., 2011;
Kojadinovic i Yan, 2011; Nikoloulopoulos i Karlis, 2008).

Site zalezno$ci pomiedzy badanymi stopami zwrotu oceniono z wykorzystaniem
wspotczynnika tau Kendalla, ktéry stanowi miare opartg na rangach 1 jest spojny z konstrukcja
funkcji kopul. Wybor tej miary wynika z jej $cistego powigzania z funkcjami kopul. Dla wielu
rodzin kopul istnieje jednoznaczna zalezno$¢ pomigdzy warto$cia wspdiczynnika
T a parametrami kopuli. Dzigki temu wspdiczynnik tau Kendalla umozliwia bezposrednig
interpretacje wynikoéw estymacji w kontek$cie modelowanej struktury zaleznosci.

W celu zdefiniowania wspolczynnika korelacji rang Kendalla nalezy najpierw wprowadzié¢
mniej formalng definicj¢ konkordancji (zob. Doman, 2011, s. 16).

Mianowicie dwie rdzne realizacje (x4, y;), oraz (x5, y,) wektora losowego (X, Y) nazywamy
zgodnymi, jeSli (x; — x3)(y1 —y2) >0 (czyli x; > x, i y; >y, ub xy <xy 1 y; <y3) .
Zwiemy je za$ niezgodnymi, jesli (xq — x5)(y1 — ¥,) < 0 (czyli x; > x, i y; <y, lub x; <
X2 1y1 > ¥2))

Definicja
Niech (X;,Y;) oraz (X,,Y,) beda niezaleznymi wektorami losowymi o takim samym

rozktadzie. Wspoétczynnik korelacji T Kendalla definiujemy nastgpujaco:

(X1, Y1) = P[(X; — X5)(Y; —Y;) > 0] = P[(X; — X,)(Y; — Y,) <O]. (12)

Stosujac terminologi¢ wprowadzong powyzej, mozna stwierdzi¢, ze wspotczynnik Kendalla
dla wektora (X4,Y;) to prawdopodobienstwo zgodnych realizacji wektora losowego (X3,Y;)

minus prawdopodobienstwo realizacji niezgodnych tego wektora.
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Jesli natomiast {(x1,v1), ..., (X,, ¥o)} jest n-elementowg probg wektora (X,Y) cigglych

n(n-1)
2

zmiennych losowych, wowczas istnieje (Tzl) = roznych par (x;, y;) oraz (xj, yj), ktore s
zgodne lub niezgodne. Wspotczynnik 7 Kendalla dla wersji probkowej, ktory oznaczamy dla
odréznienia go od wspolczynnika teoretycznego przez f, mozna policzy¢ na podstawie

nastgpujacego wzoru:

p=cd (13)

c+d’

gdzie ¢ oznacza liczbe par zgodnych, natomiast d — liczbe par niezgodnych.

W tabl. 1 zaprezentowane zostalty wzory pozwalajace obliczy¢ wspdtczynniki ¢ Kendalla
wyznaczone dla kopul przedstawionych w rozdziale 2 niniejszej pracy. W przypadku kopuli
Placketta nie istnieje formuta analityczna, za pomocg ktérej mozna obliczy¢ warto$¢

wspotczynnika 7 Kendalla, dlatego tez kopula ta nie zostata uwzgledniona w tabeli ponize;.

Tabl. 1. Wartosci wspétczynnika T Kendalla dla wybranych kopul

T

2
Kopula Gaussa (—) arcsinp
[
2
Kopula t-Studenta (—) arcsinp
(4
1
Kopula Gumbela 1- 9
0

Kopula Claytona _—
P y 2+6

Kopula Franka 1- s (1 - Dr(6)), gdzie Dr(0) = %fe Ldt

t=0et-1

Kopula Joego 1 +§D](9), gdzie D,(6) = fl (1-t9)in(1-t9) it

t=0 t6-1

Zrédto: opracowanie wiasne.

Warto$ci wspotczynnika r Kendalla zostalty wyznaczone na podstawie oszacowanych
parametréw kopul, a w przypadku kopuli Placketta — z wykorzystaniem metody symulacyjnej,
ze wzgledu na brak analitycznej postaci tej miary w literaturze przedmiotu.

Ze wzgledu na duzg liczebno$¢ proby oraz pordéwnawczy charakter analizy, oceng jakosci
dopasowania kopul oparto na relacji pomig¢dzy empirycznymi i teoretycznymi warto§ciami
wspotczynnika v Kendalla, zgodnie z podej$ciem zaproponowanym przez R. Domana (por.
Doman, 2011, s. 56). Procedura ta polega na pordwnaniu warto$ci 7 Kendalla implikowanych

przez poszczegbdlne kopule z wartosciami empirycznymi obliczonymi bezposrednio na
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podstawie danych, co umozliwia ocen¢ stopnia, w jakim dany model odzwierciedla rzeczywistg

strukture zaleznosci pomigdzy analizowanymi zmiennymi.

4. Wyniki

W celu przeprowadzenia oceny zaleznosci cen wybranych kontraktow terminowych
notowanych na gietdzie towarowej w Chicago wykorzystanych zostalo siedem modeli
statycznych kopul dwuwymiarowych. Sa to dwie kopule eliptyczne: Gaussa i -Studenta, cztery
kopule archimedesowe: Franka, Claytona, Gumbela i Joego oraz nieprzynalezaca do zadnej z
wymienionych rodzin kopula Placketta.

Estymacja parametrow kopuli zostala przeprowadzona dla dwoch roéznych rozkladéw
brzegowych, mianowicie dla rozktadu normalnego i rozktadu #-Studenta. Wyniki dla kazdej z
rozwazanych trzech par produktéw rolnych zaprezentowano w tabl. 2 oraz 3, gdzie poza
warto$ciami oszacowanych parametrow oraz ich $rednimi btedami szacunku podanymi w
nawiasach, mozna znalez¢ rowniez wartosci funkcji wiarygodnosci (LLF). Ponadto kopula #-
Studenta posiada dodatkowo parametr v odpowiedzialny za liczbg stopni swobody, ktoérego

oszacowania zostaty rowniez zamieszczone w tabelach ponize;.

Tabl. 2. Wyniki estymacji parametrow kopul statycznych z rozktadem brzegowym normalnym

Kopula | Parametr | Kukurydza— |, g | Kukurydza— ), Soja — LLF
soja pszenica pszenica

0,593*** 0,472*** 0,397***

! 1963 ’ 1138 ’ 776,4
Gaussa P (0,005) (0,007) (0,008)
0,602*** 0,478*** 0,403***
P (0,011) (0,013) (0,015)

t-Studenta 2092 1188 827,6
) 6,816** 10,901** 9,887
(2,031) (3,231) (3,048)
1,628*** 1,412 1,316**

0 ! 1871 ’ 1050 ! 710,2
Gumbela (0,013) (0,011) (0,010)
0,966*** 0,642*** 0,518***

0 ! 1616 ’ 891 ’ 632,4
Claytona (0,020) (0,016) (0,015)
4,432%* 3,212%** 2,583***

0 ! 1902 ’ 1113 ’ 791,1
Franka (0,076) (0,071) (0,067)
1,790** 1,513** 1,386**

0 ; 1412 ! 774,9 ! 511,9
Joego (0,012) (0,011) (0,010)
77T 4,460%** 3,485%**

0 ! 1983 ’ 1140 ’ 775,3
Placketta (0,212) (0,133) (0,104)

Uwaga. * — istotnos$¢ na poziomie 10%, ** — istotnos¢ na poziomie 5%, *** — istotno$¢ na poziomie 1%.
Zrodio: opracowanie wiasne.
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Tabl. 3. Wyniki estymacji parametrow kopul statycznych z rozktadem brzegowym t-Studenta

Kopula | Parametr | Kukurydza— |, g | Kukurydza— ), Soja — LLF
soja pszenica pszenica

0,592*** 0,471+ 0,396***

Gaussa p (0,005) | 199° 0007y | 1132 0.007) | 7724
0,601*** 0,478*** 0,402***
P (0,011) (0,008) (0,015)

t-Studenta 2083 1184 826,3
, 6,820** 10,743** 9,691**
(2,030) (3.221) (3,041)
1,626*** 1,411%* 1,315*

0 ) 1864 ’ 1047 ' 708,9
Gumbela (0,013) (0,011) (0,010)
0,962*** 0,639*** 0,517***

0 ) 1607 ’ 883,6 ’ 629
Claytona (0,020) (0,015) (0,015)
4,425%* 3,210 2,578

Franka o (0076) | 1897 ©o71) | "M (0,067) | 7464
1,788** 1,513* 1,385**

Josgo 0 0.012) | 1407 0011 | 7743 ©.010)| 5118
7,164** 4,459 3,479

0 ) 1978 ’ 1139 ’ 772,7
Placketta (0,211) (0,133) (0,104)

Uwaga. * — istotnos$¢ na poziomie 10%, ** — istotnos¢ na poziomie 5%, *** — istotno$¢ na poziomie 1%.
Zrodio: opracowanie wiasne.

Analizujgc wyniki zaprezentowane w tabl. 2 1 3 mozna zauwazy¢, ze w przypadku obu
zastosowanych rozktadow brzegowych najlepsza kopula opisujacg zaleznosci pomig¢dzy parami
badanych produktow rolnych jest kopula ¢-Studenta. Poroéwnujac otrzymane wartos$ci
logarytmu funkcji wiarygodnosci dla poszczegolnych kopul, mozna réwniez zaobserwowac, ze
w przypadku rozktadu brzegowego 7-Studenta, przydatna do opisywania zalezno$ci migdzy
parami analizowanych produktéw rolnych moze okazac¢ si¢ takze kopula Placketta.

W celu oceny jako$ci dopasowania kopul statycznych do danych empirycznych przyjeto
metodologi¢ zaprezentowang w podrozdziale 3.4. Wyznaczone wartosci wspotczynnika t
Kendalla zaprezentowano w tabl. 4 oraz 5. Z kolei dla poszczegolnych par produktéw rolnych
wspotczynniki probkowe korelacji rangowej Kendalla pomigdzy dziennymi stopami zwrotu
badanych produktéw rolnych zostaty policzone i zamieszczone w tabl. 6. Otrzymano zatem:
dla pary kukurydza — soja 7 = 0,417, dla pary kukurydza — pszenica 7 = 0,332 oraz dla pary
soja — pszenica 7 =0,270. Poréwnanie wartosci empirycznych wspotczynnikéw Kendalla z

warto$ciami teoretycznymi wskazuje, ze dla wszystkich trzech par produktéw rolnych dla obu
zastosowanych rozktadow brzegowych najlepiej badane zaleznosci opisuja kopula Placketta i

Franka, oraz w drugiej kolejnosci kopula z-Studenta.

17



Tabl. 4. Wartosci wspétczynnika tau Kendalla w przypadku rozktadu brzegowego normalnego

Kukurydza - Kukuryd_za - Soja.—
soja pszenica pszenica
Kopula Gaussa 0,404 0,313 0,260
Kopula t-Studenta 0,411 0,317 0,264
Kopula Gumbela 0,386 0,292 0,240
Kopula Claytona 0,326 0,243 0,206
Kopula Franka 0,419 0,325 0,269
Kopula Joego 0,305 0,223 0,180
Kopula Placketta 0,415 0,323 0,272

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabl. 5. Warto$ci wspofczynnika tau Kendalla w przypadku rozktadu brzegowego f-Studenta

kukurydza - kukuryd_za - soja -
soja pszenica pszenica
Kopula Gaussa 0,403 0,312 0,241
Kopula t-Studenta 0,410 0,317 0,263
Kopula Gumbela 0,385 0,291 0,239
Kopula Claytona 0,325 0,242 0,205
Kopula Franka 0,419 0,325 0,269
Kopula Joego 0,304 0,223 0,180
Kopula Placketta 0,415 0,323 0,270

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabl. 6. Probkowe wspdtczynniki korelacji rangowej Kendalla pomiedzy dziennymi stopami zwrotu
badanych produktéw rolnych

Kukurydza Soja Pszenica
Kukurydza 1,000 0,417 0,332
Soja 0,417 1,000 0,270
Pszenica 0,332 0,270 1,000

Zrédto: opracowanie wiasne.

5. Wnioski i podsumowanie

Przeprowadzona analiza potwierdzita istnienie istotnych statystycznie zalezno$ci pomig¢dzy
cenami kontraktéw terminowych na badane produkty rolne. Zalezno$ci te maja charakter
dodatni i umiarkowany, co wskazuje na czgsciowa wspolzaleznos¢ rynkéw, wynikajacg m.in.
ze wspolnych uwarunkowan podazowo-popytowych oraz powigzan w strukturze globalnego

rynku rolnego. Najsilniejsze powigzania zaobserwowano dla pary kukurydza—soja, natomiast
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najstabsze dla pary soja—pszenica. Otrzymane wartosci wspotczynnika tau Kendalla wskazuja,
ze zaleznos$ci pomigdzy badanymi rynkami majg charakter umiarkowany, lecz nie sg na tyle
silne, aby traktowac te instrumenty jako doskonale substytucyjne.

Analiza cen kontraktow terminowych pokazata, ze modele statyczne oparte na funkcjach
powigzan moga stanowi¢ wartosciowe narzedzie w analizie zalezno$ci pomigdzy cenami
produktéow rolnych na rynku terminowym, jednak uzyskane wyniki wskazuja, ze mozliwosci
opisowe tych metod nie zawsze s3 w pelni wystarczajace. Estymacja modelu statycznego z
wykorzystaniem siedmiu dwuwymiarowych kopul statycznych wykazata, ze dla obu przyjetych
rozktadow brzegowych kopula najczesciej najlepiej opisujaca zaleznosci pomiedzy parami
badanych produktéw rolnych byta kopula #-Studenta, przy czym w przypadku rozktadu
brzegowego t-Studenta relatywnie dobre wyniki uzyskano rowniez dla kopuli Placketta.
Jednoczesnie analiza jakosci dopasowania kopul statycznych do danych empirycznych
pozwolita stwierdzi¢, ze dla wszystkich trzech par produktow rolnych, niezaleznie od
zastosowanego rozkladu brzegowego, najlepsze dopasowanie zapewniaty kopule Placketta i
Franka, a w dalszej kolejnosci kopula #-Studenta. Uzyskane wyniki pozwalaja na identyfikacje
modeli najlepiej odzwierciedlajagcych empiryczng strukture zaleznosci, co stanowi wartos¢
poznawczg wykraczajaca poza aspekt metodyczny.

Zaobserwowana rozbiezno$¢ pomig¢dzy wnioskami wynikajacymi z estymacji parametréw
kopul a oceng jakos$ci ich dopasowania wskazuje na ztozonos¢ struktury zaleznos$ci stop zwrotu
produktéw rolnych na rynku terminowym w Chicago oraz na ograniczenia podejscia opartego
wylacznie na statycznych kopulach dwuwymiarowych.

Uzyskane wyniki maja rdwniez istotne implikacje praktyczne. Wskazanie kopul najlepiej
opisujacych zalezno$ci pomiedzy cenami badanych produktéw rolnych moze wspiera¢ proces
zarzadzania ryzykiem cenowym oraz konstrukcji portfeli inwestycyjnych opartych na
instrumentach pochodnych. W szczegolnosci zastosowanie kopul uwzgledniajacych zaleznosci
w ogonach rozkladéw pozwala na lepsze modelowanie wspotwystepowania ekstremalnych
zmian cen, co ma kluczowe znaczenie w warunkach podwyzszonej zmiennosci rynkowe;.

W literaturze przedmiotu zaleznos$ci cen kontraktow terminowych analizowane sg réwniez z
wykorzystaniem  bardziej klasycznych narzedzi ekonometrycznych, takich  jak
wielowymiarowe procesy ARMA/ARIMA (zob. np. Pinheiro i in., 2016). Przeprowadzenie
formalnych analiz porownawczych w tym kierunku wykracza jednak poza zakres niniejszego
artykutu. Uzyskane rezultaty wskazuja natomiast na zasadno$¢ zastosowania podejscia

opartego na kopulach dynamicznych, ktore umozliwia uwzglgdnienie zmiennos$ci struktury
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zaleznosci w czasie i1 ktére stanowi¢ powinno przedmiot badan planowanych w najblizszej

przysztosci.
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