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OD REDAKCJI

W majowym numerze ,, Wiadomosci Statystycznych. The Polish Statistician” polecamy Panstwu lek-
ture trzech artykutéw naukowych. Pierwszy dotyczy zagadnienn metodologicznych, drugi zawiera
omoéwienie wynikéw badania przeprowadzonego z uzyciem metod statystycznych, a trzeci wpisuje
sie w nurt wyzwan badawczych.

Praca prof. dr. hab. Grzegorza Konczaka Zalety i ograniczenia wnioskowania w modelu permu-
tacyjnym Fishera-Pitmana dotyczy alternatywy dla klasycznego wnioskowania statystycznego,
opartego na modelu populacyjnym Neymana-Pearsona. Autor zaznacza, ze testy, ktore wykorzy-
stuje si¢ do weryfikacji hipotez w modelu permutacyjnym, nie wymagaja zatozen dotyczacych po-
staci rozkladéw zmiennych losowych i sg efektywne dla malych prob. Wskazuje kluczowe zalety
i mozliwosci wykorzystywania modelu Fishera-Pitmana, zwlaszcza w badaniach ekonomicznych,
oraz przedstawia argumenty za jego czestszym stosowaniem w analizach, w ktérych klasyczne
podejscie populacyjne okazuje sie niewystarczajace lub niemozliwe do zastosowania. Na przy-
kladzie oceny zmian wspdlczynnika urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wedlug
wojewodztw w latach 2023-2024 badacz pokazuje praktyczng warto$¢ prezentowanej metody.
Dowodzi, ze wnioskowanie permutacyjne umozliwia wykrywanie istotnych réznic nawet przy po-
réwnywaniu grup nielosowych. Model permutacyjny moze znalez¢ zastosowanie rowniez w analizie
danych z pelnych (nieprébkowych) zbioréw, w przypadku ktérych tradycyjne testy parametryczne
s3 nieadekwatne.

Differences in the ways of spending leisure time by Generation Z tertiary students before and after
the COVID-19 pandemic to temat artykutu dr hab. Grazyny Wegrzyn, prof. UEW, dr hab. Danuty
Mitaszewicz, prof. US, i prof. dr. hab. Marcina Salamagi. Jak wskazujg autorzy, réznice w sposobie
spedzania czasu wolnego przez mlodych ludzi stanowig wazny wskaznik przemian spolecznych
i gospodarczych. Probuja oni zidentyfikowa¢ zmiany, jakie zaszly w budzecie czasu i strukturze ak-
tywnosci wolnoczasowych studentéw z pokolenia Z w Polsce po zakonczeniu pandemii COVID-19
w poréwnaniu z okresem przed jej wybuchem, ze szczeg6lnym uwzglednieniem pici i roli pracy za-
robkowej. Analizujg wyniki trzech fal badania ankietowego: z 2018 r., 2020 r. (obie przed wybuchem
pandemii) i 2023 r. Aby oceni¢ zmiany, stosujg analiz¢ wariancji, testy chi-kwadrat i testy ¢-Studenta.
Stwierdzaja, ze w latach 2018-2023 nastgpita znaczna reorganizacja budzetu czasu przy jednoczes-
nym utrzymywaniu si¢ réznic miedzy plciami w zakresie sposobow jego wykorzystania. W szczegdl-
nosci zmniejszylo si¢ znaczenie nauki, a zwigkszyla sie rola pracy zarobkowej i rozrywki cyfrowej.
Moze to wskazywac na rosnaca presje na taczenie nauki z pracg oraz wzrost znaczenia indywidual-
nych form uczenia sie¢, wykraczajacych poza zakres studiéw uniwersyteckich.

W pracy Wplyw technologii zaleznej od kapitatu na pracujgcego na réwnowage uogolnionego mo-
delu Solowa dr hab. Adam Krawiec, prof. UJ, mgr Anna Pole¢ i prof. dr hab. Tomasz Tokarski sta-
wiajg sobie dwa cele. Pierwszym jest uogolnienie modelu wzrostu Solowa, a drugim - pokazanie, ze
moze w nim istnie¢ wigcej niz jeden nietrywialny punkt stacjonarny. Autorzy wyjasniajg, Ze w neo-
klasycznej teorii wzrostu gospodarczego, opierajacego si¢ na modelu Solowa-Swana, technologia ma
charakter egzogeniczny, natomiast inaczej rzecz ma si¢ w modelach, w ktérych technologia jest
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ksztaltowana endogenicznie. Proponujg zatem alternatywne uogdlnienie modelu Solowa z techno-
logia endogeniczng. Badaja dynamike tego modelu, wyznaczaja punkty stacjonarne, analizujg ich
stabilnos¢ i przedstawiaja warunki istnienia stabilnego stanu stacjonarnego. Przeprowadzaja row-
niez symulacje numeryczne w celu wyznaczenia trajektorii badanych zmiennych makroekonomicz-
nych. Wykazuja, ze powyzej granicznej stopy oszczednosci/inwestycji istnieja dwa nietrywialne
punkty stacjonarne. Ponadto im wyzsza warto$¢ stopy oszczednosci/inwestycji w tej sytuacji, tym
wigksza rozpieto$¢ przedzialu pomiedzy wartosciami kapitalu na pracujacego w nietrywialnych
punktach stacjonarnych badanego modelu wzrostu. Niestabilny punkt stacjonarny wyznacza
granice ubodstwa i ma kluczowe znaczenie dla zmiennych makroekonomicznych - wysokiej stopie
oszczednosci/inwestycji towarzyszy niskie prawdopodobienstwo tego, Ze w gospodarce charaktery-
zujacej sie dodatnim kapitalem na pracujacego wartoéci podstawowych zmiennych makroekono-
micznych na pracujacego beda w dlugim okresie dazy¢ do zera.

W numerze tradycyjnie znajda Panstwo réwniez przeglad najnowszych publikacji GUS, przygo-
towany przez Joanng Sadowy.

Zyczymy inspirujacej lektury.

FROM THE EDITORIAL TEAM

The May issue of Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician features three scientific articles.
The first deals with methodological issues, the second discusses the results of a study conducted
using statistical methods, and the third addresses current research challenges.

The paper by Grzegorz Koniczak, PhD, DSc, ProfTit, entitled The advantages and limitations of
inference in the Fisher-Pitman permutation model presents an alternative to classical statistical
inference based on the Neyman-Pearson population model. The author points out that the tests used
to verify hypotheses in the permutation model do not require assumptions about the form of random
variable distributions and are effective for small samples. He highlights the key advantages and
applications of the Fisher-Pitman model, particularly in economic research, and presents arguments
for its more frequent use in analyses where the classical population approach proves insufficient
or impossible to apply. Using the example of assessing changes in the live birth rate per 1,000
population in powiats by voivodship in the years 2023-2024, the researcher shows the practical value
of the presented method. He demonstrates that permutation inference allows the detection of
significant differences even when comparing non-random groups. The permutation model can also
be applied to the analysis of data from full (non-sample) datasets, for which traditional parametric
tests are inadequate.

In Differences in the ways of spending leisure time by Generation Z tertiary students before
and after the COVID-19 pandemic, Grazyna Wegrzyn, PhD, DSc, Professor at the Wroclaw
University of Economics and Business, Danuta Mitaszewicz, PhD, DSc, Professor at the University
of Szczecin, and Marcin Salamaga, PhD, DSc, ProfTit point out that differences in how young people
spend their leisure time are an important indicator of social and economic change. The authors try
to identify changes in the time allocation and structure of leisure activities of Generation Z tertiary
students in Poland following the end of the COVID-19 pandemic compared to the period before its
outbreak, with a particular emphasis on gender and the role of paid work. They analyse the results
of three waves of a relevant survey: from 2018, 2020 (both prior to the outbreak of the pandemic)
and 2023. To assess the changes, they employ the analysis of variance, chi-square tests and Student’s
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t-tests. They find that between 2018 and 2023, there was a significant reorganisation of the time
budget, while gender differences in the ways of spending leisure persisted. More specifically, the
importance of studying declined, whereas the role of paid work and digital entertainment increased.
This may indicate a growing pressure to combine study with work and an increase in the importance
of individual forms of learning that go beyond the scope of university studies.

In the paper The impact of working capital-dependent technology on the equilibrium of the
generalised Solow model, Adam Krawiec, PhD, Professor at the Jagiellonian University in Krakéw,
DSc, Anna Poleé, MSc, and Tomasz Tokarski, PhD, DSc, ProfTit, set themselves two objectives. The
first is to generalise the Solow growth model, and the second is to demonstrate that there may be
more than one non-trivial stationary point within it. The authors explain that in the neoclassical
economic growth theory based on the Solow-Swan model, technology is exogenous, whereas this is
not the case in models where technology is shaped endogenously. They therefore propose an
alternative generalisation of the Solow model with endogenous technology. They examine the
dynamics of this model, determine the stationary points, analyse their stability, and present the
conditions for the existence of a stable stationary state. They also carry out numerical simulations to
determine the trajectories of the studied macroeconomic variables. They demonstrate that above the
critical savings/investment ratio, there are two non-trivial stationary points. Furthermore, the higher
the savings/investment ratio in this situation, the greater the spread between capital-labour ratios at
the non-trivial stationary points of the studied growth model. The unstable stationary point defines
the poverty line and is of crucial importance for macroeconomic variables. This means a high
savings/investment ratio is accompanied by a low probability that, in an economy characterised by
positive capital per worker, the values of key macroeconomic variables per worker will tend towards
zero in the long run.

As usual, the issue concludes with an overview of Statistics Poland’s latest publications, prepared
by Joanna Sadowy.

We wish you inspiring reading.
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Zalety i ograniczenia wnioskowania
w modelu permutacyjnym Fishera-Pitmana

The advantages and limitations of inference
in the Fisher-Pitman permutation model

Grzegorz Konczak®

Streszczenie. Klasyczne wnioskowanie statystyczne opiera sie na modelu populacyjnym
Neymana-Pearsona. Alternatywg dla niego jest model permutacyjny, wykorzystywany
znacznie rzadziej, ale majacy wiele zalet. Do weryfikacji hipotez wykorzystuje sie w nim
testy permutacyjne, ktére nie wymagaja zatozen dotyczacych postaci rozktadéw zmien-
nych losowych i sg szczegélnie zalecane w przypadku bardzo matych préb. Wnioskowa-
nie statystyczne mozna przeprowadzac¢ takze dla ustalonych préb nielosowych. Celem
artykutu jest wskazanie kluczowych zalet i mozliwosci zastosowania wnioskowania sta-
tystycznego opartego na modelu permutacyjnym Fishera-Pitmana w badaniach nauko-
wych, zwtaszcza analizach ekonomicznych. Przedstawiono argumenty przemawiajace za
czestszym wykorzystywaniem modelu permutacyjnego w analizach, w ktérych klasyczne
podejscie populacyjne okazuje sie niewystarczajace lub niemozliwe do wykorzystania.
Opisane zostaty takze ograniczenia testow permutacyjnych. Praktyczng warto$¢ tych me-
tod zilustrowano na przyktadzie oceny zmian wspoétczynnika urodzen zywych na 1000 lud-
nosci w powiatach wedtug wojewdédztw w latach 2023 i 2024. Z analizy wynika, Zze wniosko-
wanie permutacyjne umozliwia wykrywanie istotnych réznic nawet przy poréwnywaniu
grup nielosowych.

Stowa kluczowe: wnioskowanie statystyczne, model populacyjny, model permutacyjny,
testy permutacyjne

@ Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach, Wydziat Zarzadzania, Katedra Statystyki, Ekonometrii
i Matematyki, Polska / University of Economics in Katowice, Faculty of Management, Department of
Statistics, Econometrics and Mathematics, Poland. ORCID: https://orcid.org/0000-0002-4696-8215.
E-mail: grzegorz.konczak@ue.katowice.pl.
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Abstract. Classical statistical inference is based on the Neyman-Pearson population model.
An alternative to it is the permutation model, which is used much more rarely, but which
has many advantages. In the permutation model, hypothesis testing is performed using
permutation tests, which do not require assumptions regarding the form of random
variable distributions, and which are especially recommended for very small samples. It is
also possible to perform statistical inference for fixed, non-random groups. The aim of this
article is to indicate key advantages and possibilities of applying statistical inference based
on the Fisher-Pitman permutation model to scientific research, particularly in the field of
economics. The article presents arguments in favour of the wider use of the permutation
model in analyses where the classical population approach is insufficient or impossible
to use. The article also shows the limitations of permutation tests. Their practical worth
is demonstrated on the example of the assessment of changes in the live birth rate per
1,000 population in powiats by voivodship in 2023 and 2024. The analysis showed that
permutation inference allows the detection of significant differences even when comparing
non-random groups.

Keywords: statistical inference, population model, permutation model, permutation tests

JEL: C12,C14,C15
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1. Wprowadzenie

Metody statystyczne stanowig podstawe wielu badan naukowych w réznych dziedzi-
nach i dyscyplinach nauki. Sg wykorzystywane w fizyce, astronomii, inzynierii, rolnic-
twie, medycynie, farmakologii, badaniach klinicznych, psychologii, genetyce, zarza-
dzaniu, kontroli jakosci, ekonomii i finansach, a takze w wielu innych dyscyplinach
i subdyscyplinach naukowych.

Wisrdéd metod statystycznych wyrdznia sie metody statystyki opisowej i metody
wnioskowania statystycznego, co wprost odzwierciedlajg tytuty monografii zaréwno
w pierwszym (Alcocer, 2016; Sobczyk, 2010), jak i drugim przypadku (Domanski
iin., 2014; Gren, 1974; Ostasiewicz, 2014). Statystyka opisowa obejmuje opis zbioru
danych, konstrukgje i interpretacje miar statystycznych oraz ich wlasciwosci. Pozwala
na przedstawienie charakterystyki ustalonego zbioru danych. Z kolei metody wnio-
skowania statystycznego, oparte na teorii prawdopodobienstwa, umozliwiajg uogol-
nianie wynikéw z préby na calg populacje.

Oprocz podzialu na statystyke opisowa i wnioskowanie statystyczne stosuje si¢
rowniez podzial metod statystycznych na parametryczne i nieparametryczne. Istnieje
wiele monografii szczegélowo opisujacych metody parametryczne (Geisser, 2006;
Good, 2005; Hald, 2007) i publikacji poswigconych metodom nieparametrycznym
(Corder i Foreman, 2014; Gibbons i Chakraborti, 2011; Wasserman, 2006). W litera-
turze mozna znalez¢ takze prace omawiajgce oba podejscia (Lehmann, 2009; Sheskin,
2004). Metody parametryczne wiazg sie z wymaganiami dotyczacymi zalozen o roz-
kladzie analizowanych zmiennych (w tym kontekscie wymagany jest zazwyczaj
rozklad normalny). Réznica miedzy tymi dwoma rodzajami metod jest szczegdlnie
widoczna w przypadku estymacji parametrow populacji i weryfikacji hipotez staty-
stycznych. Testy parametryczne s3 zazwyczaj bardzo efektywne, jednak moga by¢ sto-
sowane tylko wtedy, gdy spelnione s3 okreslone zatozenia. W praktyce badan eko-
nomicznych bardzo czesto te zalozenia nie sg spelnione, a zwykle nawet nie sg wery-
fikowane. Juz Geary (1947) wskazywal, ze normalno$¢ to mit (nigdy nie bylo i nie
bedzie rozkladu normalnego), a zalozenie normalnosci rozkladu jest typowe w meto-
dach parametrycznych. I chociaz mial §wiadomos¢, ze ta teza jest przerysowana, to
wiedzial tez, ze zabezpiecza przed zbyt pochopnym stosowaniem metod w warunkach
niespetnienia wymaganych zatozen. Testy nieparametryczne nie wymagaja spelnienia
tak rygorystycznych zatozen dotyczacych postaci rozktadu analizowanych zmiennych,
ale zwykle charakteryzuja si¢ nieco mniejszg mocg niz testy parametryczne (gdy sto-
sowne zalozenia dla tych ostatnich sg spelnione).

Wskazane powyzej metody wnioskowania statystycznego opieraja si¢ na dobrze
znanym modelu populacyjnym (Neyman i Pearson, 1933; zob. tez Lehmann, 2011).
Alternatywa dla niego jest model permutacyjny, stosowany znacznie rzadziej. Znalazl
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on do$¢ szerokie zastosowanie w niektorych dyscyplinach naukowych (biologia, gene-
tyka, medycyna czy psychologia), ale bardzo rzadko wykorzystuje si¢ go w naukach
ekonomicznych. Model permutacyjny pozwala na alternatywne podejscie do wnio-
skowania statystycznego w stosunku do modelu klasycznego. Podstawowe zastoso-
wanie tego modelu jest zwigzane z testami permutacyjnymi, zaproponowanymi
przez Fishera (1925) i sformalizowanymi przez Pitmana (1937a, 1937b, 1938). Berry
iin. (2014) wskazuja, ze Geary (1927) oraz Eden i Yates (1933) rowniez wniesli zna-
czacy wklad w rozwdj teorii tych testow. Metody permutacyjne zostaly wykorzy-
stane nieco wcze$niej przez Spltawe-Neymana' (1923/1990) w kontekscie ekspery-
mentdéw polowych, jednak jego publikacja przez dlugi czas pozostawala nieznana
w $wiatowym $rodowisku statystykdéw, poniewaz zostala przetlumaczona na jezyk
angielski dopiero po 67 latach (Bednarski, 2013; Berry i in., 2021; Ledwina, 2012;
Lehmann i Romano, 2005).

Ostatnie dekady bardzo zmienity oblicze metod statystycznych. Stato si¢ to gléwnie
za sprawg dynamicznego wzrostu mozliwosci obliczeniowych komputeréw (Kerns,
2010). Nowy rozdzial w historii statystyki jest zwigzany nie tylko z mozliwoscig szyb-
kiego wykonywania ztozonych analiz statystycznych, lecz przede wszystkim z rozwo-
jem metod wykorzystujacych moc obliczeniowa wspdtczesnych komputeréw, takich
jak metody symulacyjne (w tym metody reprobkowania, np. bootstrap czy testy per-
mutacyjne). Zauwazalny jest rozwdj technik wnioskowania opartych na metodach boot-
strapowych i reprobkowaniu (Davison i Hinkley, 1997; Efron, 1982; Efron i Tibshi-
rani, 1993; Manly, 1997). Kluczowe dla tych metod jest zatozenie, ze rozklad estymatora
lub statystyki testowej mozna oszacowal na podstawie ponownego probkowania
(Phipson i Smyth, 2011).

Oproécz rozwoju metod bootstrapowych obserwuje sie wzrost znaczenia metod per-
mutacyjnych, gléwnie testdw permutacyjnych. Test permutacyjny jest rodzajem nie-
parametrycznego testu randomizacji, w ktorym rozktad statystyki testowej, przy zalo-
zeniu hipotezy Hy, jest szacowany poprzez losowa permutacje etykiet klas obserwacji.
Testy permutacyjne okazuja si¢ bardzo atrakcyjne, poniewaz nie wymagaja spelnienia
zadnych innych zalozen poza tym, Ze obserwacje s niezalezne i wymienne w ramach
hipotezy zerowej. Moga by¢ stosowane, gdy standardowe zalozenia dotyczace roz-
kfadu nie sg spelnione lub gdy rozklad teoretyczny statystyki testowej jest niemozliwy
do wyznaczenia.

Model populacyjny jest powszechnie znany i szeroko stosowany w badaniach nau-
kowych. Model permutacyjny jest znacznie mniej znany i bardzo rzadko wykorzysty-
wany. Celem artykutu jest wskazanie kluczowych zalet i mozliwoéci zastosowania

" Jerzy Neyman uzywat nazwiska rodowego ,Sptawa” tylko przy swoich pierwszych publikacjach (przyp. red.).
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wnioskowania statystycznego opartego na modelu permutacyjnym Fishera-Pitmana
w badaniach naukowych, zwtaszcza analizach ekonomicznych.

2. Model populacyjny Neymana-Pearsona

Pod koniec lat 20. i na poczatku lat 30. XX w. Neyman i Pearson sformalizowali ramy
decyzyjne wnioskowania statystycznego, wprowadzajac koncepcje hipotezy zerowej
i alternatywnej, btedéw I i II rodzaju oraz mocy testu (Neyman i Pearson, 1928a,
1928b, 1933; zob. tez Lehmann, 2011). Ich prace mialy ogromny wplyw na rozwdj
metodologii eksperymentalnej, zwlaszcza w naukach przyrodniczych i medycznych,
w ktorych kluczowe jest podejmowanie decyzji na podstawie danych z okreslonym
poziomem ryzyka. W tym modelu przyjmuje si¢ poziom istotnosci a (najczesciej
a = 0,01;0,05lub 0,1). Test jest tak konstruowany, aby przy ustalonym prawdopo-
dobienstwie popetnienia btedu I rodzaju (odrzucenie prawdziwej hipotezy HO) wyno-
szacym co najwyzej @ minimalizowane byto prawdopodobienstwo f§ popelnienia
bledu IT rodzaju (brak odrzucenia hipotezy HO, gdy jest ona falszywa). Moc testu, czyli
prawdopodobienstwo stusznego odrzucenia HO, gdy H1 jest prawdziwa, stanowi jedno
z gtéwnych kryteridw oceny jakosci testu statystycznego. Metoda Neymana-Pearsona
umozliwia konstrukcje testdw o maksymalnej mocy dla zadanego poziomu istotnosci,
co czyni ja bardzo atrakcyjng w zastosowaniach, w ktérych istotno$¢ wynikéw ma klu-
czowe znaczenie.

Model populacyjny jest standardowym modelem nauczanym na zajeciach wprowa-
dzajacych w zagadnienia wnioskowania statystycznego (Berry i in., 2021). Ma jednak
wiele ograniczen wynikajacych z zalozen, ktére czesto nie sg spelnione w praktyce,
w szczego6lnosci w badaniach ekonomicznych. Do gléwnych zalozen nalezy zaliczy¢:
losowy dobdr préb z okreslonej populacji, wzajemna niezalezno$¢ obserwacji w pro-
bie, zwykle konieczng znajomo$¢ postaci rozkltadu badanych zmiennych (najczesciej
rozklad normalny) i niekiedy jednorodno$¢ wariancji. W badaniach naukowych cze¢-
sto uzyskuje si¢ realizacje pomiaréow losowych dla wszystkich obiektéw badanej po-
pulacji, np. wojewddztw, powiatéw czy gmin. Przyktadem moze by¢ analiza wskazni-
kow ekonomicznych dla powiatow w Polsce, gdy dostepne sg wartosci dla wszystkich
jednostek. W takich przypadkach nie ma mozliwosci odwolania sie do modelu popu-
lacyjnego. Alternatywa staje si¢ model permutacyjny, ktéry pozwala na prowadzenie
wnioskowania bez koniecznosci spelniania restrykcyjnych zalozen modelu populacyj-
nego, a tym samym lepiej odpowiada na potrzeby analizy danych pelnych, czgsto spo-
tykanych w badaniach spoteczno-ekonomicznych.
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3. Model permutacyjny Fishera-Pitmana

Poczatki teorii metod permutacyjnych sa zwigzane z wczesnymi pracami Neymana,
Fishera i Pitmana z lat 20. i 30. XX w. Zastosowania tych metod wymagaja duzych
nakladéw obliczeniowych i dopiero pojawienie si¢ szybkich komputeréw umozli-
wito ich wykorzystanie. Dlatego metody statystyczne oparte na modelu permutacyj-
nym staly sie praktyczng alternatywa dla klasycznych metod statystycznych dopiero
w ciggu ostatnich 30 lat.

Berry i in. (2019) wskazuja, ze w latach 20. XX w. pojawily si¢ trzy prace na temat
wykorzystania metod permutacyjnych we wnioskowaniu statystycznym. Pierwsza
z nich byt artykut Sptawy-Neymana (1923/1990), druga - rozdzial autorstwa Fishera
(1925) opublikowany w jego pierwszej ksiazce, zatytulowanej Statistical Methods for
Research Workers, a trzecig — artykul Geary’ego (1927) na temat niektérych wlasciwo-
$ci korelagji i regresji. Nastepnie Eden i Yates (1933) zastosowali metody permuta-
cyjne do poréwnania rozkladu teoretycznego z rozkltadem empirycznym. W kolejnych
artykulach Pitman (1937a, 1937b, 1938) wykazal, ze wykorzystujac doktadne struk-
tury permutacyjne, mozna opracowac testy istotnosci, ktére — w odréznieniu od te-
stow w modelu populacyjnym - nie wymagaja zalozen. Na ogét uznaje sig, ze to wias-
nie Pitman sformalizowat teorig¢ testow permutacyjnych (Berry i in., 2019).

Whnioskowanie statystyczne w modelu permutacyjnym znacznie rézni si¢ od wnio-
skowania klasycznego. Berry i in. (2021) wskazuja, ze testy permutacyjne sg wolne od
rygorystycznych zalozen dotyczacych postaci rozkladu, sg calkowicie zalezne od da-
nych, moga by¢ stosowane dla prob nielosowych i idealnie nadaja si¢ do analizowania
matych zbioréw danych. Brombin i Salmaso (2013), a takze Todman i Dugard (2009)
dodajs, ze stosowanie modelu permutacyjnego nie wymaga zakladania jednorodnosci
wariancji ani nawet losowego probkowania. Model permutacyjny wykorzystuje wy-
tacznie informacje z badanego zbioru danych (ang. data-dependent; Mielke i Berry,
2007). Decyzje w testach permutacyjnych podejmuje si¢ na podstawie wartosci achieved
significance level (ASL; Efron i Tibshirani, 1993). Bardzo czgsto ta wielko$¢ jest okreslana
tak samo jak w modelu populacyjnym jako warto$¢ p (p-value) lub P. Wydaje si¢ jednak,
ze ze wzgledu na wnioskowanie w zasadniczo innym modelu niz model populacyjny
warto stosowac inne oznaczenie. Warto$¢ p to prawdopodobienstwo uzyskania wyniku
co najmniej tak ekstremalnego, jak ten zaobserwowany w probie. ASL to proporcja per-
mutagcji, ktore daly wynik co najmniej tak ekstremalny, jak ten zaobserwowany w orygi-
nalnych danych. Wartos¢ ASL moze by¢ okreslona na podstawie wszystkich mozliwych
permutacji zbioru lub przyblizona z btedem w serii symulacji komputerowych okreslo-
nym z gory. Do szacowania ASL stosuje sie tez niekiedy metode aproksymacji rozkladu
na podstawie momentéw (Konczak, 2016).

Testy permutacyjne nie odnoszg si¢ do zZadnych konkretnych testéw statystycz-
nych, ale do ogdlnej idei wyznaczenia wartosci ASL. Mozna je okresli¢ dla dowolnego
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(klasycznego) testu statystycznego i dla wybranej statystyki testowej. Badacze maja
mozliwos¢ korzystania z szerokiej gamy statystyk testowych, w tym wiekszosci staty-
styk powszechnie wykorzystywanych w testach opartych na modelu populacyjnym.
W najbardziej podstawowej formie modelu permutacyjnego statystyka testowa obli-
czana dla obserwowanych danych ma te samg postac co statystyka testowa w modelu
populacyjnym (Chihara i Hesterberg, 2011; Koniczak, 2020; Mielke i Berry, 2007). Klu-
czem do wyboru postaci statystyki testowej jest to, Ze powinna ona przyjmowac war-
tosci z mozliwie roztgcznych podzbioréw, gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa i gdy
jest falszywa. Mielke i Berry (2007) zalecajg stosowanie metrycznych funkeji odlegto-
$ci, np. odlegtosci euklidesowej, aby unikng¢ mylnych wnioskéw wynikajacych z nie-
metrycznych funkcji odleglosci, takich jak kwadratowa odleglos¢ euklidesowa wyko-
rzystywana m.in. w testach parametrycznych ¢-Studenta i F.

Model populacyjny wymaga okreslenia populacji i proby losowej w celu przeprowa-
dzenia wnioskowania statystycznego. W modelu permutacyjnym testowane probki
moga — ale nie musza - by¢ pobierane losowo (Berry i in., 2019). Dla préb nielosowych
nie ma mozliwosci uogdlnienia wynikéw na populacje, ale mimo wszystko mozliwe jest
wskazanie nieprzypadkowych réznic lub zaleznosci wystepujacych pomiedzy badanymi
grupami. Kluczowym zalozeniem testéw permutacyjnych jest wymiennos$¢ obserwacji
przy zalozeniu hipotezy zerowej. Naruszenie tej zasady (np. w przypadku danych zalez-
nych w czasie lub przestrzeni) moze prowadzi¢ do nieprawidlowych wnioskow.

W literaturze przedmiotu wnioskowanie w modelu permutacyjnym jest okreslane
réznie (Onghena, 2018): jako testy permutacyjne (ang. permutation tests), testy rando-
mizacyjne (ang. randomization tests), a niekiedy testy rerandomizacyjne (ang. rerando-
mization tests). Te terminy czasami sg stosowane zamiennie, a terminologia przyjmo-
wana przez autordw nie jest jednolita. Wedlug Gibbonsa (2006) test permutacyjny
jest testem randomizacyjnym, ktorego rozklad odniesienia jest generowany przez
permutacje, a wedlug Edgingtona (2006), a takze Edgingtona i Onghena (2007) test
randomizacyjny jest testem permutacyjnym opartym na losowym przypisaniu.
Ernst (2004), Good (2005) oraz Lehmann i Romano (2005) zalecaja stosowanie
okreslenia testy permutacyjne do wymienionych wyzej kategorii, ale wskazuja na po-
trzebe wyraznego okre$lenia, czy wnioskowanie permutacyjne dotyczy préb loso-
wych, czy jest zwigzane wyltgcznie z losowym permutowaniem etykiet. Ta pierwsza
forma wnioskowania jest w jakiej$ mierze zblizona do wnioskowania klasycznego,
za to druga wnosi wiele nowych mozliwosci. Poniewaz techniczna strona przepro-
wadzenia wnioskowania (obliczenie wartosci statystyki, okreélenie rozktadu empi-
rycznego) w obu przypadkach jest taka sama, w dalszej czeéci artykutu bedzie stoso-
wane okreslenie test permutacyjny.

Pomimo wielu zalet model permutacyjny jest stosunkowo rzadko wykorzystywany
w analizach ekonomicznych. W tabl. 1 przedstawiono liczbe artykuléw naukowych



8 Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician 2026 | 5

dotyczacych testow permutacyjnych w réznych dyscyplinach, ktére zostalty wyszu-
kane w Google Scholar oraz specjalistycznych bazach czasopism, takich jak PubMed,
Science Direct, Springer Nature i Wiley Library (wyszukiwane hasto to: permutation
tests + nazwa dyscypliny). W rezultatach z Google Scholar wyodrebniono dane za pierw-
sze polrocze 2025 r., co pozwala oceni¢ zmiany proporcji liczby publikacji dla poszcze-
golnych dyscyplin. Artykuly naukowe zwigzane z testami permutacyjnymi dotycza
najczedciej biologii, medycyny, genetyki, kontroli jakosci i zarzadzania. Relatywnie
niewiele jest takich prac w ekonomii. W naukach ekonomicznych znacznie czesciej
wykorzystuje sie klasyczne metody parametryczne, co jest zwykle uzasadnione dla du-
zych zbiordéw danych, a takze klasyczne metody nieparametryczne. Bioragc pod uwage
dane za 2025 r., mozna dostrzec relatywny wzrost liczby publikacji z zakresu ekono-
mii, finanséw i farmacji, w ktérych jest mowa o stosowaniu testow permutacyjnych,
w stosunku do pozostalych kategorii.

Tabl. 1. Liczba artykutéw naukowych dotyczacych testéw permutacyjnych, opublikowanych
w réznych dyscyplinach

Google Scholar?

. Science | Springer | Wile
Dyscypliny | F:/:',{trﬁr?ze PubMed Direct Natugre Library
2025r.
Biology (biologia) 82600 4310 284 9143 1983 7212
Economy (€KONOmIa) ......oveveeeeeeeumeceeeseersaseceens 18 000 1850 39 1747 281 1436
Engineering (inzynieria) ......coccooveeeeecernsceens 24800 1690 190 6978 714 4179
Finance (finanse) 18 000 2210 37 1086 120 1734
Genetics (GeNELYKA) ..ceeeeneeeesneceiseeessessianne 48 500 3360 599 4508 1858 6518
Management (zarzadzanie) 69 100 3910 103 10 269 2998 3712
Medicine (medycyna) ...... 59 500 3810 453 11681 1444 3931
Pharmacology (farmakologia ..| 11800 1040 144 3841 194 937
Psychology (psychologia) ........... ..| 23100 1760 152 4775 607 1507
Quality control (kontrola jakosci) ... 65 500 4080 28 18 848 4997 6653

a Wyszukiwarka podaje przyblizone wartosci.
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie wyszukiwania w bazach przeprowadzonego 14 lipca 2025 .

4. Charakterystyka, zalety i ograniczenia wnioskowania
w modelu permutacyjnym

Berry i in. (2014) wskazuja, ze permutacyjne metody statystyczne paradoksalnie sg
zaréwno stare, poniewaz zostaly zaproponowane w latach 20. i 30. XX w., jak i nowe,
poniewaz praktycznie wykorzystywane sa dopiero w ostatnich dziesigcioleciach. Sta-
tystycy z poczatku XX w. dobrze rozumieli warto$¢ tych metod, nawet w czasach,
gdy ich intensywny obliczeniowo charakter czynil je niepraktycznymi (Berry i in.,
2016). Znaczenie podejécia permutacyjnego w rozwiazywaniu wielu probleméw
wnioskowania jest dobrze udokumentowane w literaturze statystycznej (Corain i in.,
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2016). Pesarin i Salmaso (2010) podkreslajg, ze wnioskowanie permutacyjne jest
wazne zarowno dla celéw teoretycznych, jak i aplikacyjnych. Ponadto zalozenia do-
tyczace wazno$ci wigkszosci metod parametrycznych (takich jak homoskedastycz-
no$¢, normalno$¢ czy losowe pobieranie probek) rzadko wystepuja w rzeczywistych
problemach badawczych (Pesarin i Salmaso, 2010). W ciagu ostatnich 30 lat testy per-
mutacyjne staly si¢ uzyteczne dla naukowcéw réznych dyscyplin. Todman i Dugard
(2009) doszli do wniosku, ze gdyby sprzet komputerowy, jakim dysponujemy obec-
nie, byt dostepny w czasach Fishera i Pitmana, to statystyka bytaby teraz w zupelnie
innym miejscu.

4.1. Wybrane zastosowania metod permutacyjnych w statystyce

Metody permutacyjne znalazly szerokie zastosowania w réznych zagadnieniach do-
tyczacych rozwigzywania problemow statystycznych. Pierwsze uzycie metod permu-
tacyjnych dotyczylo doswiadczen w rolnictwie (Sptawa-Neyman, 1923/1990). W tej
pracy zostal skonstruowany formalny model matematyczny do analizy eksperymen-
tow z losowym przydzialem do grup wraz z zastosowaniem w rolnictwie. Praca zawie-
rala logiczne podstawy testow permutacyjnych, mimo Ze sam Splawa-Neyman nie
uzywal takiego okreslenia.

Wazng zaletg testow permutacyjnych jest kontrolowanie rozmiaru testu na pozio-
mie przyjetego poziomu istotnosci a, co wynika bezposrednio z ich konstrukgji. Pauly
iin. (2005) w obszernym badaniu symulacyjnym przeanalizowali wlasciwosci testow
permutacyjnych dla matych préb i heteroskedastycznosci. Wykazali, ze nawet w przy-
padku braku wymiennosci te testy do$¢ dobrze kontrolujg poziom btedu typu I.
Konietschke i Pauly (2012) przeprowadzili badania symulacyjne w celu zbadania wta-
$ciwosci testu permutacyjnego dla problemu Behrensa-Fishera dla danych sparowa-
nych. Symulacje te potwierdzity skutecznos$¢ testu permutacyjnego dla danych wy-
miennych, jak réwniez dla danych niewymiennych wygenerowanych dla réznych roz-
ktadéw (normalny, wykladniczy, logarytmiczno-normalny). Takze Mielke i Berry
(1994) wskazuja, ze metody permutacyjne s skuteczne w poréwnywaniu wartosci
oczekiwanych dla matych préb nawet przy niejednakowych wariancjach w grupach.

Anderson (2001) przedstawil zastosowania metod permutacyjnych w jedno-
i wielowymiarowej analizie regresji. Antoch i Huskova (2001), a takze Konczak i Stapor
(2023) wykorzystali te metody do wykrywania punktu zmiany trendu w szeregach
czasowych. Sommer i in. (2022) zastosowali metody permutacyjne do wykrywania
zmian w procesie uczenia si¢ rozpoznawania twarzy. Dufour i in. (2019) wskazali na
skuteczno$¢ metod permutacyjnych w testowaniu réwnosci indekséw Giniego przy
badaniu nieréwnoéci ekonomicznych, a Konczak i Kosinska (2025) zastosowali testy
permutacyjne w analizie danych w wielowymiarowych tablicach wielodzielczych.
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Bonnini i Assegie (2022) wykorzystali funkcje faczace do badania rzeczywistych zalez-
noéci wielowymiarowych i zbadali symulacyjnie moc polaczonych testow permutacyj-
nych. Stapor i in. (2025) zaprezentowali alternatywne rozwigzania dla problemu wie-
lokrotnego testowania hipotez — na podstawie sekwencji testéw permutacyjnych wy-
krywa sie zbior korelacji istotnych dla analizowanych zmiennych. Arborettiiin. (2014)
przedstawili rozwigzania oparte na permutacjach, ktorych uzyto do konstrukeji ran-
kingu populacji wielowymiarowych. Zaleta metody jest niezalezno$¢ od metryki.
Mozna ja stosowaé do dowolnego rodzaju zmiennych odpowiedzi (cigglych, binar-
nych, porzadkowych i jako$ciowych, a takze mieszanych). Corain i in. (2016) wskazuja,
ze permutacyjne podejscie do rankingu populacji wielowymiarowych moze by¢ bardzo
przydatne w ramach oceny satysfakeji klientéw, poniewaz tego typu badania czesto
charakteryzujg sie wielowymiarowa, uporzagdkowang odpowiedzig, dla ktdrej trady-
cyjne podejscie parametryczne nie zapewnia skutecznych narzedzi. Bonnini1i in. (2024)
omawiajg osiggniecia naukowe w zakresie wykorzystania metod permutacyjnych do
testowania hipotez.

4.2, Wnioskowanie permutacyjne na podstawie préb losowych

Testy permutacyjne moga by¢ przeprowadzane dla wielu przypadkow, dla ktorych nie
istnieje standardowy test parametryczny lub nieparametryczny (Todman i Dugard,
2009). Jedna z najwigkszych zalet testow permutacyjnych jest to, Ze struktura staty-
styki testowej nie jest z gory okreslona (Mielke i Berry, 2007). Testy permutacyjne po-
zwalaja wybra¢ forme statystyki testowej. Ta swoboda wyboru otwiera tysigce prak-
tycznych zastosowan, w tym wiele takich, ktore sg poza zasiggiem konwencjonalnych
statystyk parametrycznych (Good, 2006). Testy permutacyjne oferujg znacznie wiek-
szg swobode niz testy klasyczne, poniewaz moga by¢ realizowane z dowolng statystyka
testowg (Chihara i Hesterberg, 2011).

Good (2005) wskazuje pig¢ krokéw w testowaniu permutacyjnym:
1. Okreslenie hipotezy zerowej (HO) i hipotezy alternatywnej (H1);
2. Wybdr postaci statystyki testowej (T);
3. Obliczenie statystyki testowej dla danych z préby (Tb);
4. Okreslenie rozktadu empirycznego statystyki T przy prawdziwej hipotezie HO;
5. Podjecie decyzji z uwzglednieniem wartosci Ty i rozktadu statystyki T.

Zastosowanie testu permutacyjnego nieodigcznie jest zwigzane z zalozeniem iden-
tycznosci rozkladéw w dwdch (lub wiecej) populacjach (identycznos¢ dystrybuant:
F = F3). Zaprzeczenie wskazanemu warunkowi moze oznaczaé, ze populacje roznia
sie typem rozkladu, warto$ciami oczekiwanymi lub wariancjami, ewentualnie innymi
charakterystykami. To prowadzacy badanie decyduje, jakie niezgodnosci zamierza
zidentyfikowa¢, odpowiednio formutuje hipotezy i dobiera posta¢ statystyki testowej.
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Formalny zapis hipotez jest taki jak w modelu populacyjnym. Moga one dotyczy¢ np.
réwnosci wartosci oczekiwanych w populacjach (HO: u; = u,), réwnosci wariangji
(HO: 6 = 0%) czy réwnoséci wspdlczynnikéw korelacji w dwoch populacjach
(HO: o, = 0,). Hipotezy alternatywne - podobnie jak w modelu populacyjnym -
moga by¢ formulowane w réznych wersjach, ktére dla pierwszej z wymienionych hi-
potez Ho przyjetyby postaé: H1: uy # pp, H1: uy > u,, HI: py < py. Istotg doboru
postaci statystyki testowej jest to, aby w przypadku stusznosci hipotezy alternatywnej
H1 statystyka przyjmowala okreslone wartosci (np. duze). W przypadku testowania
hipotezy o réwnosci wartosci oczekiwanych posta¢ statystyki testowej moze np. przy-
jac forme

T :)_(1 _ng (l)

gdzie X; i X, sa érednimi z grup.
Do weryfikagji tej hipotezy mozna takze wykorzysta¢ np. statystyke postaci (Kon-
czak, 2016)

T = Yl) ()

a jesli zmienne X, X, przyjmuja wylacznie wartoéci dodatnie, to roéwniez statystyke

X
T@) = Y_l (3)
2

Statystyki T, T i T s3 nazywane statystykami réwnowaznymi (ang. permuta-
tionally equivalent statistics; Koniczak, 2016; Pesarin i Salmaso, 2010). Statystyki row-
nowazne to statystyki testowe, ktore cho¢ moga mie¢ inng forme, to zawsze prowadza
do dokladnie tych samych wartosci ASL w analizie permutacyjnej, a w konsekwencji
- do tej samej decyzji.

Model permutacyjny jest bardzo elastyczny i wymaga inicjatywy od badacza przy
okresleniu postaci statystyki testowej. Przykltadowo przy testowaniu hipotezy o row-
nosci moment6w centralnych trzeciego rzedu HO: M5 ; = Mj3, wobec hipotezy alter-
natywnej H1: M3 ; > M3, do weryfikacji hipotezy HO moze by¢ wykorzystana staty-
styka postaci

T = M3,1 - M&z, (4)

gdzie M3, M5, s3 momentami centralnymi trzeciego rzedu w dwéch prébach wy-
znaczonymi na podstawie danych permutowanych.
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Po obliczeniu wartosci statystyki testowej Ty dla oryginalnych danych warto$¢ ASL
testu jest definiowana jako prawdopodobienstwo zaobserwowania co najmniej tak du-
zej (lub co najwyzej tak malej) wartoéci, gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa (Efron
i Tibshirani, 1993). W przypadku prawostronnego obszaru krytycznego wartos¢ ASL
mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

ASL = Py {T = Ty}, (5)

gdzie statystyka T ma rozklad Py, przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy HO. Im
mniejsza warto$¢ ASL, tym silniejsze argumenty przeciwko HO.

Rozktad statystyki T, przy zalozeniu stusznosci hipotezy HO, mozna oszacowacd.
Zbidr danych jest permutowany N-krotnie (w praktyce zwykle przyjmuje si¢ N = 1000
lub N =10 000) i dla kazdego przypadku obliczana jest warto$¢ statystyki testowej T;
(i=1,2, ..., N). Nastepnie warto$¢ ASL jest szacowana w nastepujacy sposob:

card{T;:T; = Ty}

ASL
N

(6)

Podobnie jak we wnioskowaniu na podstawie modelu populacyjnego, jesli
ASL < a, to odrzuca si¢ hipotez¢ HO na rzecz hipotezy alternatywnej H1.

4.3. Dodatkowe mozliwosci wnioskowania w modelu permutacyjnym

Bonnini i in. (2014) wskazuja, zZe losowe pobieranie prébek jest rzadko osiagane w rze-
czywistych zastosowaniach. W zwigzku z tym czesto bezwarunkowe wnioskowanie
zwigzane z testami w modelu populacyjnym nie ma zastosowania. W takich sytuacjach
mozliwym rozwigzaniem sg niekiedy testy permutacyjne (Berry i in., 2018). Jesli ana-
lizowane zbiory nie s3 probkami losowymi z populacji (np. moga to by¢ dane dla
wszystkich wojewddztw, powiatow), to oczywiscie nie dazy sie do uogdlnienia wyni-
kéw na cala populacje. Jednak w takim przypadku mozliwe jest wskazanie nieprzy-
padkowych réznic miedzy analizowanymi zbiorami.
Niech dane beda dwa zbiory obserwacji (nie proby losowe) A = {11, 12, 13}
i B={1, 2, 3, 4}. Naturalne pytania zwigzane z wnioskowaniem statystycznym moga
by¢ nastepujace:
a) czy w wartoséciach przecietnych (lub medianach) w obu zbiorach wystepuja nie-
przypadkowe roznice?;
b) czy w wariancjach wystepuja nieprzypadkowe réznice?
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Uzyskanie odpowiedzi na te pytania nie jest mozliwe na podstawie modelu popu-
lacyjnego. Zastosowanie testu permutacyjnego przy poziomie istotnosci & = 0,05
prowadzi do wynikéw:

a) w wartosciach przecietnych w obu grupach wystepuja nieprzypadkowe roznice;
b) w badanych grupach nie wystepuja nieprzypadkowe réznice wariancji.

Hipotezy zapisane stownie powyzej moga by¢ formalnie przedstawione tak jak
w modelu populacyjnym:

a) HOa: uy = pp wobec hipotezy alternatywnej Hla: uy > up;
b) HOb: 0 = g} wobec hipotezy alternatywnej H1b: 6% > oZ.

Stosujac powyzszy zapis, nalezy pamietaé, ze wykorzystywanie testow permutacyj-
nych jest zwigzane z permutowaniem danych, a wiec z zalozeniem, Ze rozktady w bada-
nych zbiorowosciach sg identyczne (wymiennos$¢ danych). W przypadku a) stwierdza
sie odrzucenie hipotezy HOa, a w przypadku b) brak podstaw do odrzucenia hipotezy
HOb. W tym drugim przypadku brak podstaw do odrzucenia hipotezy nie oznacza oczy-
wiscie jej stusznosci. W obu przypadkach zostang wykorzystane inne statystyki testowe,
a ich posta¢ zalezy od decyzji prowadzacego badanie. Mogg to by¢ odpowiednio:

T = X, — Xp;
0T =%,
Sa

Podczas gdy w modelu populacyjnym postaé statystyki testowej dla ustalonego te-
stu jest jednoznacznie okreslona, to w modelu permutacyjnym posta¢ statystyki testo-
wej zalezy od prowadzacego badanie.

Whnioskowanie w modelu populacyjnym, po sformulowaniu hipotezy, dla okreslo-
nych danych przebiega obecnie w sposob w pelni zautomatyzowany. Postaé statystyki
testowej jest okreslona jednoznacznie, w konsekwencji jej warto$¢, obszar krytyczny
i oczywiscie decyzja dotyczaca weryfikowanej hipotezy, przy przyjetym poziomie
istotnoéci. Wnioskowanie w modelu permutacyjnym daje wiecej swobody badaczowi
nie tylko w zakresie okreslenia postaci statystyki testowej. Stosunkowo fatwo mozna
skonstruowa¢ testy permutacyjne bedace odpowiednikami testow klasycznych, ale
mozliwe jest tez konstruowanie testow dla charakterystyk, dla ktérych nie istniejg kla-
syczne testy statystyczne. W modelu permutacyjnym nie ma potrzeby okreslania roz-
ktadu teoretycznego statystyki testowej; jest on przyblizany na podstawie danych po-
chodzacych z symulacji.

Szczegblng zalety testow permutacyjnych jest mozliwo$¢ ich stosowania do poréw-
nywania dwdch lub wiekszej liczby zbiorowosci, gdy dysponuje sie wszystkimi obser-
wacjami. Moze to by¢ np. wykorzystywane przy poréwnywaniu rozkladéw zmiennych
w powiatach dla dwdch wojewddztw. W takim przypadku nie ma mozliwosci prze-
prowadzenia klasycznego wnioskowania, poniewaz dane s3 wszystkie obserwacje
dla obu wojewoddztw. Sokotowski (2004) wskazuje, ze poza okreSleniami populacja
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i préba warto wprowadzi¢ okreslenie mechanizm ekonomiczny. Wielkosci zmiennych
obserwowane dla powiatéw s losowe i uzasadnione jest stawianie pytan dotyczacych
wystepowania nieprzypadkowych réznic w obserwowanych rozktadach. Wnioskowa-
nie permutacyjne pozwala udzieli¢ odpowiedzi na tak postawione pytania, a rozwa-
zania na ten temat sa szerzej omawiane w dalszej czesci artykutu. Wskazane zalety
testow permutacyjnych mozna podsumowac¢ za Berrym i in. (2014) - moga one sta-
nowi¢ podstawe oceny tradycyjnych metod parametrycznych.

Model populacyjny znalazl zastosowanie zaréwno w testowaniu hipotez, jak i w es-
tymacji przedzialowej parametrow populacji. Metody permutacyjne nie przyjely sie
w estymacji, z wyjatkiem by¢ moze konstrukcji przedzialéw ufnosci dla parametrow
populacji (Tritchler, 1984) lub dla funkgji regresji (Anderson, 2001), ale metody boot-
strapowe mogg by¢ z powodzeniem wykorzystywane do tego celu; wigze sie to rowniez
z symulacjami komputerowymi.

4.4, Ograniczenia wnioskowania permutacyjnego

Wskazane powyzej zalety wnioskowania permutacyjnego nie oznaczaja, ze testy per-
mutacyjne moga by¢ stosowane we wszystkich sytuacjach. O zagrozeniach zwigzanych
z niewtasciwym stosowaniem testow permutacyjnych pisze np. Aickin (2010). W lite-
raturze jako ograniczenie stosowania testow permutacyjnych wskazuje si¢ najczesciej
czasochtonnos¢ obliczeniows i koniecznoé¢ opracowania kodu programu. Christen-
sen i Zabriskie (2022) wskazuja na przypadki, gdy test permutacyjny moze si¢ charak-
teryzowa¢ matg moca. W szczegdlnych sytuacjach moc testu moze nawet male¢ wraz
ze zwigkszaniem liczebnosci proby.

Kluczowym zalozeniem - i zarazem warunkiem wystarczajacym dla mozliwosci za-
stosowania testu permutacyjnego — jest wymiennos$¢ zmiennych (ang. exchangeability;
Pesarin i Salmaso, 2010). Ciagi zmiennych losowych niezaleznych i o takich samych
rozkladach (ang. independent and identically distributed — 1ID) sg zawsze wymienne,
podobnie jak prébkowanie bezzwrotne z populacji skonczonej. Jednak podczas gdy
wlasno$¢ IID implikuje wymienno$¢, to wymienno$¢ nie implikuje IID (Berry i in.,
2014). Formalnie wymienno$¢ zmiennych oznacza, ze ich rozklad faczny nie zmienia
sie po dowolnej permutacji indekséw. Dla zmiennych losowych X, X5, ... , X, mozna
to zapisa¢ nastepujaco:

PNy (X < x)] = P[Nf_y(X: < x)). %

gdzie x4, x5, ..., X, $3 obserwowanymi warto$ciami, a {cy, ¢, ..., ¢, } jest dowolng spo-
$§réd n! jednakowo prawdopodobnych permutacji zbioru {1, 2, ..., n}. Ten warunek
oznacza, ze rozklad danych jest niezmienny pod permutacjami indekséw, co jest za-
zwyczaj spelnione, gdy dane pochodzg z tej samej populacji lub przydziat do grup jest
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losowy. W literaturze wskazuje sie, ze w praktyce weryfikacja wymiennosci jest trudna
i czesto poprzestaje sie na jej zalozeniu lub stosuje sie modyfikacje testow permutacyj-
nych w celu osiagniecia asymptotycznej odpornosci na jej naruszenia (Anderson, 2001).

4.5. Porownanie modeli populacyjnego i permutacyjnego

Podstawowe wiasciwosci wnioskowania w modelu populacyjnym i modelu permuta-
cyjnym przedstawiono w zestawieniu 1. Latwo zauwazy¢ réznice miedzy tymi dwoma
modelami wnioskowania statystycznego.

Zestawienie 1. Podstawowe wiasciwosci modeli populacyjnego i permutacyjnego

Model wnioskowania statystycznego
Zagadnienie
Neymana-Pearsona Fishera-Pitmana
Specyfikacja populacji konieczna mozliwa
Losowos¢ préby konieczna mozliwa
Zatozenia dotyczace zmiennych czesto konieczne mozliwe
Mate préby ograniczone mozliwosci efektywne
Postac statystyki testowej okreslona decyzja badacza
Wartosci odstajace brak odpornosci odporne
Wyniki wnioskowania zalezne od zatozen zalezne wylacznie od danych
Praktyczne wykorzystanie czesto rzadko
Oprogramowanie standardowe, dostepne konieczno$¢ kodowania
Wymagania obliczeniowe niewielkie wieksze

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: Berry i in. (2014, 2021).

Jesli spelnione sg zalozenia dotyczace modelu populacyjnego lub pobrano préby
o znacznych liczebnosciach, to zalecane jest korzystanie z testow klasycznych. W przy-
padku gdy zalozenia stosowania metod klasycznych nie sa spelnione, proby sa nie-
liczne, wystepuja warto$ci odstajace lub préby nie sg losowe, warto odwotaé si¢ do
modelu permutacyjnego. Wazng zaleta wnioskowania na podstawie modelu permu-
tacyjnego jest jego intuicyjno$¢ i zwigzana z tym wysoka warto$¢ dydaktyczna. Stoso-
wanie wnioskowania permutacyjnego moze przyczyni¢ sie do lepszego odbioru pre-
zentowanych wynikéw badan statystycznych.

4.6. Oprogramowanie

Pewnym ograniczeniem stosowalno$ci modelu permutacyjnego jest konieczno$é
opracowania kodu. O ile w modelu klasycznym posta¢ statystyki testowej jest dla da-
nego testu jednoznacznie okreslona, a obliczenia mozna wykona¢ w réznych progra-
mach statystycznych i biurowych, o tyle w modelu permutacyjnym o postaci statystyki
testowej decyduje prowadzacy badanie. Przy okreslaniu postaci statystyki nalezy wzia¢
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pod uwage, jakie réznice powinny by¢ wykazane przez test. Dla efektywnego stosowa-
nia wnioskowania permutacyjnego niezbedne jest postugiwanie si¢ odpowiednimi
programami. W zestawieniu 2 przedstawiono wybrane pakiety programu R pozwala-

jace na sprawne przeprowadzenie wielu testow permutacyjnych.

Zestawienie 2. Wybrane pakiety programu R wspomagajace wnioskowanie
w modelu permutacyjnym

Pakiety Opis
coin szeroki zakres testow permutacyjnych
wPerm wazone testy permutacyjne
perm doktadne i asymptotyczne testy permutacyjne
permutes generowanie permutacji i przeprowadzanie testéw permutacyjnych
flip wielowymiarowe testy permutacyjne
exactRankTests permutacyjne testy rangowe
lmPerm testy permutacyjne w modelach regresji
permuco testy permutacyjne dla regresji i ANOVA
libcoin biblioteka pomocnicza dla pakietu coin
permutest testy permutacyjne dla poréwnan dwéch grup

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Berry i in. (2021) i CRAN R-project (b.r.).

5. Przyktad wnioskowania w modelu permutacyjnym

Zastosowanie modelu permutacyjnego pozwala udzieli¢ odpowiedzi na pytania o istot-
nos¢ réznic w przypadku, gdy nie ma mozliwosci zastosowania modelu populacyjnego.
Dotyczy to np. sytuacji, gdy dane sa obserwacje (wartosci zmiennych losowych) dla
wszystkich jednostek. Dla przykltadu dokonano analizy liczby urodzen zywych na
1000 ludnosci, w ktorej zostaly wykorzystane dane z Banku Danych Lokalnych (BDL)
Glownego Urzedu Statystycznego (https://bdl.stat.gov.pl). Dane z tej bazy obejmuja
wszystkie jednostki, np. wojewddztwa, powiaty i gminy. W ponizszych rozwazaniach
przeprowadzono wnioskowanie w modelu permutacyjnym dla wszystkich powiatow
wedlug wojewddztw za lata 2023 i 2024. Zastosowanie modelu permutacyjnego pozwala
wskaza¢, czy zmiany wspolczynnika urodzen zywych sg na tyle duze, Ze nie mozna ich
traktowa¢ jako przypadkowe. Ma to fundamentalne znaczenie, poniewaz analiza tren-
déw demograficznych na poziomie lokalnym jest kluczowym elementem demografii
spolfecznej — subdyscypliny ekonomii, waznej dla projektowania polityki publiczne;.

Rozktad liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wedlug wojewodztw
w latach 2023 i 2024 zilustrowano na wykr. 1 (opiera si¢ on na wizualizacji typu ,,pu-
detko z wasami”; Konczak, 2024). Mozna zauwazy¢, ze we wszystkich wojewodztwach
(z wyjatkiem dolnoslaskiego, gdzie zaobserwowano niewielki wzrost) mediana liczby
urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach si¢ zmniejszyla.


https://cran.r-project.org/web/packages/permuco/index.html
https://cran.r-project.org/web/packages/libcoin/index.html
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Wykr. 1. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewddztw
w latach 2023 i 2024

zachodniopomorskie

wielkopolskie ° ‘ L

warmirnsko-mazurskie : 4—_7
Swietokrzyskie 4_;
$laskie ° —-_—
pomorskie 1
podlaskie 4-_
podkarpackie 1_
opolskie _-—_
mazowieckie — 1
matopolskie '—
todzkie e =T
lubuskie R
lubelskie B
kujawsko-pomorskie 1 4-7_

dolnoslaskie __ :

50 7,5 10,5 12,5
liczba urodzen

E32023 882024

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych z BDL.

Poréwnano powiaty w dwoch wojewddztwach i w tym samym wojewddztwie w dwdch
réznych latach. Przy uzyciu testéw permutacyjnych zestawiono mediany rozkladow:

e wspolczynnika urodzen zywych w powiatach wojewddztw matopolskiego i $laskiego
w2024 .,
o wspdlczynnika urodzen zywych w powiatach wedlug wojewddztw w latach 2023 1 2024.

W obu analizowanych przypadkach statystyka testowa to roznica median, a weryfiko-
wane s3 nastepujace hipotezy:

e HO: oczekiwane mediany w powiatach obu zbiorowosci (dwa wojewddztwa lub dwa
okresy czasu) sg jednakowe;
e HI: oczekiwane mediany w obu zbiorowosciach s3 rozne.

Na wykr. 2 przedstawiono liczbe urodzen zywych na 1000 ludno$ci w powiatach
wojewddztw malopolskiego i $laskiego w 2024 r. Ten wykres wskazuje na dos¢ znaczne
réznice w medianach, jednak sama ilustracja nie pozwala na stwierdzenie wystepowa-
nia nieprzypadkowych réznic median dla powiatéw w tych wojewddztwach. Nie-
zbedne jest przeprowadzenie testu permutacyjnego dla réwnosci median w dwoch po-
pulacjach dla zmiennych niezaleznych; model populacyjny nie daje mozliwosci wery-
fikacji takiej hipotezy.



18 Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician 2026 | 5

Wykr. 2. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wojewddztw matopolskiego

i slaskiego w 2024 r.
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Uwaga. Kazda kropka na wykresie reprezentuje jeden powiat.
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z BDL.

Funkcja perm.ind.loc z pakietu wPerm (https://github.com/cran/wPerm
/tree/master) wskazuje na warto$¢ statystyki testowej T = 1,275 i ASL = 0,0001.
Pozwala to na stwierdzenie, ze pomiedzy medianami liczby urodzen zywych na
1000 ludnosci w powiatach wojewddztw malopolskiego i slaskiego wystepuja nieprzy-
padkowe réznice. Empiryczny rozklad statystyki testowej i zaobserwowana warto$¢
statystyki dla danych oryginalnych zostaly przedstawione na wykr. 3.

Wykr. 3. Rozktad empiryczny statystyki testowej T i obserwowana wartos¢ statystyki Ty

J
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Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem wPerm.


https://github.com/cran/wPerm/tree/master
https://github.com/cran/wPerm/tree/master

G.KONCZAK Zalety i ograniczenia wnioskowania w modelu permutacyjnym Fishera-Pitmana 19

Na wykr. 4 przedstawiono wynik takich poréwnan dla wszystkich wojewddztw pa-
rami. Kolorem czerwonym wyrézniono statystycznie istotne réznice median w po-
wiatach wskazanych wojewddztw. Charakterystyczne jest to, ze pod wzgledem liczby
urodzen zywych na 1000 ludnosci mediany w wojewodztwach matopolskim, mazo-
wieckim i wielkopolskim nie réznig si¢ istotnie. Jednocze$nie wystepuja statystycznie
istotne roznice tego wspdtczynnika pomiedzy tymi wojewddztwami a wszystkimi po-
zostalymi, z wyjatkiem pomorskiego. Wskazane roznice i podobienstwa median liczby
urodzen zywych w powiatach w 2024 r. sa dobrze widoczne takze na wykr. 1.

Wykr. 4. Istotnos¢ réznic (a = 0,05) median w powiatach wedtug wojewddztw w 2024 .
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Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie danych z BDL.

Do poréwnania median liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach woj.
Slaskiego w latach 2023-2024 niezbedne jest skorzystanie z testu dla danych skojarzo-
nych. Na wykr. 5 przedstawiono liczbe urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach
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woj. §laskiego w latach 2023 i 2024. Mozna zauwazy¢, ze w 2024 r. tylko w czterech
sposrdd 36 powiatow (punkty nad przekatng) liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci
wzrosta w poréwnaniu z 2023 r. (powiat rybnicki oraz miasta na prawach powiatu:
Jaworzno, Tychy i Dgbrowa Gérnicza).

Funkcja perm.paired. loc z pakietu wPerm wskazuje na warto$¢ statystyki
testowej Tp = 0,467 i ASL = 0,0001. Pozwala to na stwierdzenie, ze pomie¢dzy media-
nami liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach woj. $laskiego w latach
2023 i 2024 wystepuja nieprzypadkowe rdznice.

Wykr. 5. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach woj. $laskiego
w latach 2023 i 2024
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Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z BDL.

Wryniki testu permutacyjnego réwnoséci median w powiatach miedzy 2023 r.
a 2024 r. dla poszczegdlnych wojewddztw przedstawiono w tabl. 2. Obliczenia wyka-
zaly silnie istotne réznice (ASL < 0,01) w wojewddztwach: kujawsko-pomorskim,
lubuskim, mazowieckim, opolskim, §laskim i wielkopolskim, co sugeruje znaczne
zmiany w rozkladzie liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach. Natomiast
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w wojewodztwach dolnoslaskim i warminsko-mazurskim nie stwierdzono istotnych
statystycznie réznic (@ = 0,05), co moze $wiadczy¢ o stabilnoéci mediany lub nie-
wielkich zmianach w powiatach tych wojewodztw.

Tabl. 2. ASL dla testu permutacyjnego réwnosci median w powiatach wedtug wojewédztw
w latach 2023 i 2024

Wojewddztwa ASL Wojewoédztwa ASL
Dolnoslaskie ........cceveeereiireniecns 0,6510 | Podkarpackie .......c.ccoeeeveereniecnns 0,0023
Kujawsko-pomorskie ............c.c... 0,0001 | Podlaskie .......cccceeevvieivvieiiiieiinens 0,0145
Lubelskie 0,0037 | Pomorskie 0,0033
Lubuskie 0,0007 | SIgsKie ....cvuvvvecreieeiecieieieeieeieieaas 0,0001
EOAZKIE v 0,0027 | Swietokrzyskie .........cceeervererrennas 0,0021
Matopolskie .......c.ccoeveererineneenns 0,0027 | Warminsko-mazurskie .................. 0,1870
Mazowieckie .......coccevvvviiiiiieiinnns 0,0001 | Wielkopolskie ......c..cccecereereneenns 0,0001
OpOISKIe ..ocoeuereiieiirieieeeeee 0,0001 | Zachodniopomorskie ..........c..c.c... 0,0070

Zrédto: opracowanie wasne z wykorzystaniem wPerm.

6. Podsumowanie

Metody wnioskowania statystycznego wykorzystywane sg przez naukowcow repre-
zentujacych rézne dyscypliny naukowe. W testowaniu hipotez statystycznych najcze-
$ciej stosuje sie model Neymana-Pearsona. Podstawy wnioskowania wedlug tego mo-
delu sa wykladane na kursach statystyki na calym $wiecie. Alternatywnym modelem
wnioskowania statystycznego jest model Fishera-Pitmana. Ten model pozwala na te-
stowanie hipotez bezposrednio na danych bez zalozen o rozkladzie, traktujac obser-
wowane dane jako calg populacje i badajac, czy roznice mogg by¢ dzietem przypadku.

Model permutacyjny jest bardzo rzadko wykorzystywany w praktyce, szczegdlnie
w naukach ekonomicznych. W artykule wskazano kluczowe zalety tego modelu w po-
réwnaniu z modelem populacyjnym. Model permutacyjny moze by¢ stosowany bez
wielu typowych zalozen zwigzanych z modelem populacyjnym. Testy permutacyjne
s3 wolne od ostrych wymagan dotyczacych postaci rozkladu, catkowicie zalezne od
danych, odpowiednie dla préb nielosowych i idealne dla matych zbioréw danych. Mo-
del permutacyjny moze by¢ w szczegdlnosci stosowany w badaniach ekonomicznych,
gdzie czesto nie jest mozliwe przyjecie zalozenia o normalnym rozktadzie badanych
zmiennych. Pozwala na przeprowadzenie wnioskowania nawet w przypadku préb
nielosowych, cho¢ wowczas nie mozna uogélnia¢ wynikéw wnioskowania na popula-
cje, a jedynie mozliwe jest potwierdzenie wystepowania nieprzypadkowych réznic
w badanych grupach.
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W przedstawionej analizie wykorzystano dane dotyczace liczby urodzen zywych na
1000 ludnos$ci w powiatach wedlug wojewodztw w latach 2023 i 2024. Zastosowanie
wnioskowania permutacyjnego pozwolilo na sformulowanie konkluzji o istotnych
statystycznie réznicach w rozkladach badanego wspdétczynnika. Wskazano istotne
zmiany w liczbie urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach niemal wszystkich
wojewddztw w 2024 r. w stosunku do 2023 r. Dzigki zastosowaniu modelu permuta-
cyjnego mozna bylo przeprowadzi¢ wnioskowanie, pomimo ze nie dysponowano pro-
bami losowymi z okreslonej populacji. Przeprowadzone analizy potwierdzily zalety
teoretyczne i skutecznos¢ wnioskowania statystycznego w modelu permutacyjnym
nawet wowczas, gdy oparte jest ono na probach nielosowych, co nie daje mozliwosci
przeprowadzenia wnioskowania na podstawie modelu populacyjnego.

Model permutacyjny moze znalez¢ zastosowanie w analizie danych z pelnych (nie-
probkowych) zbioréw, w ktérej tradycyjne testy parametryczne sg nieadekwatne.
Moze by¢ wykorzystywany do potwierdzania statystycznej istotnosci rdznic, np.
wskaznika bezrobocia we wszystkich powiatach dwoch réznych wojewddztw, do ana-
lizy stopy migracji netto w gminach w wybranych wojewddztwach, oceny zmian za-
grozenia ubdstwem w powiatach lub badania réznic w dostepnosci ustug publicznych
(edukacja, ochrona zdrowia) miedzy jednostkami terytorialnymi.
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Differences in the ways of spending leisure time
by Generation Z tertiary students
before and after the COVID-19 pandemic

Réznice w sposobach spedzania czasu wolnego
przez studentoéw z pokolenia Z
przed pandemia COVID-19 i po jej zakohczeniu

Grazyna Wegrzyn,® Danuta Mitaszewicz,® Marcin Salamaga“

Abstract. Changes in the way young people spend their leisure time are an important
indicator of social and economic transformations as well as of the influence of external
factors on everyday life. The aim of the study discussed in the article is to identify changes
which took place in the time budget and structure of leisure activities of Generation Z
tertiary students in Poland after the COVID-19 pandemic compared to the pre-pandemic
period, paying particular attention to gender differences and the role of paid work. The
analysis was performed on the basis of three waves of a questionnaire survey conducted
in 2018, 2020 and 2023. The analysis of variance, chi-square tests and Student’s t-tests were
applied to assess the significance of the observed changes. The study indicates that
a substantial reorganisation of time budget took place between 2018 and 2023: the
importance of studying declined, while the role of paid work and digital entertainment
increased. Gender differences persisted throughout the studied period: women devoted
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more time to studying and household duties, while men were more involved in sports
and digital activities. The findings highlight the usefulness of classical statistical methods in
analysing social change, and provide important guidelines for the educational policy.

Keywords: leisure time, Generation Z, COVID-19 pandemic, statistical methods, gender
differences

Streszczenie. Zmiany w sposobie spedzania czasu wolnego przez mtodych ludzi s waz-
nym wskaznikiem przemian spotecznych i gospodarczych, a takze wplywu czynnikéw ze-
wnetrznych na zycie codzienne. Celem badania omawianego w artykule jest zidentyfikowa-
nie zmian, jakie zaszty w budzecie czasu oraz strukturze aktywnosci wolnoczasowych
studentéw z pokolenia Z w Polsce po zakonczeniu pandemii COVID-19 w poréwnaniu
z okresem przed jej wybuchem, ze szczegdlnym uwzglednieniem réznicy ptci oraz roli
pracy zarobkowej. Analizowano wyniki trzech fal badania ankietowego: z 2018 r., 2020 r.
2023 r. Do oceny istotnosci zaobserwowanych zmian zastosowano analize wariancji, testy
chi-kwadrat oraz testy t-Studenta. Z badania wynika, ze w okresie 2018-2023 nastapita zna-
czaca reorganizacja budzetu czasu: zmalato znaczenie nauki, a wzrosta rola pracy zarobko-
wej i rozrywki cyfrowej. W catym analizowanym okresie obserwowano utrzymywanie sie
réznic miedzy ptciami: kobiety przeznaczaty wiecej czasu na nauke i obowigzki domowe,
natomiast mezczyzni w wiekszym wymiarze czasu angazowali sie w sport oraz aktywnosci
cyfrowe. Wyniki podkreslaja przydatnos¢ klasycznych metod statystycznych w analizie
zmian spotecznych oraz dostarczajg istotnych wskazéwek dla polityki edukacyjnej.

Stowa kluczowe: czas wolny, pokolenie Z, pandemia COVID-19, metody statystyczne,
réznice miedzy ptciami

JEL: C12,121, )16
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1. Introduction

Leisure time is a vital element of human activity, combining individual choices
with broader social and economic conditions. It is most often defined as the portion
of the day that remains after fulfilling professional, educational, household and
physiological obligations (Bombol, 2008; Tarczon, 2017). In contemporary research,
it is understood not merely as ‘free time’, but as a period of voluntary activity that
helps to relax, gives satisfaction and lends opportunities for personal growth
(Demirbag, 2020; Munusturlar & Argan, 2016). Leisure also serves wider purposes,
enhancing wellbeing, social integration and cultural participation (Kuykendall et al.,
2018; Mansfield et al., 2020).

The study of leisure has long been interdisciplinary, involving economics,
sociology, psychology and pedagogy. Definitions (Davidovitch & Soen, 2016;
Iso-Ahola & Baumeister, 2023) focus either on quantitative aspects (time left after
work and study) or qualitative ones (activities associated with intrinsic motivation and
enjoyment). Leisure thus reflects both individual preferences and structural factors
that shape opportunities for free time (Pourahmad et al., 2015; Zajadacz, 2021).

Leisure activities are determined by demographic and social characteristics such as
gender, age and socio-economic status (Cha, 2024; Ustiin et al., 2021). Generational
differences are especially important. Generation Z, as the first digital-native group,
have distinctive leisure patterns shaped by technology, social media and global
connectivity (Dimock, 2019; Freeman, 2022). Research indicates that digital leisure,
including streaming, online gaming and social networking has become the dominant
leisure activities of young people (Lamberti et al., 2023; Sintas et al., 2015). At the
same time, differences between genders resurface as far as leisure of Generation Z is
concerned: women allocate more time to educational and household tasks, while men
devote more time to sports, recreation and digital entertainment (Jaumot-Pascual
et al., 2018; Lee, 2023; Rosa et al., 2023; Wrdblewski et al., 2022).

The COVID-19 pandemic caused unprecedented disruptions in leisure activity.
Lockdowns and restrictions reduced opportunities for outdoor and social activities,
accelerating the shift towards home-based and digital leisure (Brand et al., 2020; Han
& Sa, 2022). For some, this period was marked by increased digital activity and remote
socialisation (Banhidi & Lacza, 2020; Young, 2020), while others perceived it as ‘forced
leisure’, often associated with stress and lower wellbeing (Lazcano et al.,, 2022;
Panarese & Azzarita, 2021). These changes may have lasting consequences for the
structure and meaning of leisure (Casper et al., 2021; Foliano et al., 2024).

At the same time, broader socio-economic effects of the pandemic have been
observed. Panek and Zwierzchowski (2025), using EU-SILC panel data, showed that
the crisis significantly affected the incidence and depth of poverty in EU Member
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States, with household structure and labour market participation identified as key
factors. Their findings show that the pandemic’s impact went far beyond health and
education - it reshaped household economic conditions. Against this backdrop, the
growing share of tertiary students combining study with paid work and reallocating
their leisure time can be interpreted as a part of these broader socio-economic
adjustments.

Despite the fact that the body of research dealing with leisure during the COVID-19
pandemic has been expanding, so far there has been no comparative study examining
changes in tertiary students’ time allocation before and after the pandemic. Existing
papers have often focused either on short-term lockdown effects or on selected forms
of digital leisure, while less attention has been devoted to the combined analysis of the
structure of leisure, paid work and gender differences among Generation Z tertiary
students. This indicates there is a research gap concerning the transformation of
students’ daily time budgets in the post-pandemic period.

The aim of the study discussed in the article is to identify changes which took place
in the time budget and structure of leisure activities of Generation Z tertiary students
in Poland after the COVID-19 pandemic compared to the pre-pandemic period,
paying particular attention to gender differences and the role of paid work. Our
objective is to identify statistically significant shifts in daily time budgets and leisure
structures across the three survey waves (2018, 2020, 2023). The analysis is based
on primary survey data obtained from 763 students, and applies classical statistical
methods, such as ANOV A with Tukey’s post-hoc tests, chi-square tests and Student’s
t-tests.

2. Research method

The study is based on primary data collected through a survey from Generation Z
tertiary students in Poland. As mentioned before, the three waves of the survey were
carried out in 2018 (before the pandemic), 2020 (shortly before its outbreak), and
2023 (after the pandemic), and the participants were first- and second-year full-time
students of economics and management from the Wroclaw University of Economics
and Business (the branch in Jelenia Géra) and the University of Szczecin. The results
are then representative for this specific group of tertiary students and should not be
generalised to the entire student population or the whole Generation Z in Poland.
The survey was administered during regular classes and completed by all attending
students, which resulted in a 100% response rate. This procedure resembles the
census approach within a defined subpopulation, ensuring high reliability of the
findings for a particular group (Watroba, 2013). In total, 763 students participated
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in all the waves of the survey. More specifically, there were 338 participants in 2018,
98 in 2020 and 327 in 2023. The participation was voluntary and anonymous,
which ensured reliable responses and minimised the risk of social desirability bias
(Tourangeau & Yan, 2007).

The questionnaire consisted of four main sections. In the first part, respondents
indicated how many hours per day (on weekdays and weekends) they devoted to
specific activities, such as: studying, paid work, household duties, physical activity,
social interactions, media use, and sleep. The second part concerned leisure
preferences, where students selected those activities which they considered most
typical or desirable from a list of several pastimes. The third part focused on the forms
of and preferences regarding paid work, including the source of income, working
hours and reasons for taking up a job. The final section was a metric, covering basic
information such as gender, year of study and employment status.

The questionnaire was standardised and applied in the same form across all the
three survey waves, which ensured comparability of the results over time. The
collected data were cleaned of missing and inconsistent values and subsequently
analysed using Excel and Statistica 13.1 software by means of classical statistical
methods. One-way analysis of variance (ANOVA) was used to test the differences in
mean time allocations across the three survey years. This method is widely applied
in social sciences to identify whether group means differ significantly (Field, 2018).
We used Tukey’s post-hoc test for multiple comparisons to determine between
which groups the differences occurred (Abdi & Williams, 2010). We also employed
chi-square tests to examine changes in the structure of leisure preferences, which is
an appropriate method for categorical variables (Agresti, 2019). To assess gender
differences in the use of leisure, Student’s ¢-test was applied. Together, these methods
provided a comprehensive framework for evaluating both temporal and gender-
related changes in leisure patterns.

This methodological approach made it possible to assess statistically significant
shifts in the allocation of students’ time, to examine the persistence of gender-based
differences, and to capture broader trends in the behaviour of the youth during
the COVID-19 pandemic. As with all survey-based studies relying on self-reported
data, the results may have been affected by a recall bias and a social desirability
bias; therefore, the findings should be interpreted as reflecting declared rather than
directly observed behaviours. It should also be noted that the study is not based on
observations from the period of the strictest lockdowns.
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3. Results and discussion

The analysis of daily time budgets showed statistically significant differences in the
allocation of time across the three survey years. ANOVA results confirmed that
important changes in the structure of students’ activities occurred during the
pandemic. The most notable shift was observed in the length of studying time, which
decreased systematically after 2018. Tukey’s post-hoc tests indicated that the average
time devoted to studying in 2023 was much lower than it was both in 2018 and in
2020. This pattern may reflect not only the temporary disruptions caused by remote
education but also a broader change in students’ approach to learning. Similar trends
were observed in international studies, where a decline in learning-related activities
among students was reported during and after the pandemic (Lazcano et al., 2022;
Panarese & Azzarita, 2021).

Figure 1 presents the average daily durations (in hours) of selected activities
performed by Generation Z tertiary students on weekdays on the basis of sample
means for the three survey waves (2018: N = 338; 2020: N = 98; 2023: N = 327). The
values represent the sample means based on the survey data (total N = 763),
complemented by 95%-confidence intervals, which makes it possible to assess both
the central trends and the statistical reliability of the results. From Figure 1 it is evident
that the largest portion of the daily time budget was devoted to physiological activities.
Their average duration in all the survey years exceeded eight hours a day, with the
average values remaining at a similar level each year (between 8.5 hours and
8.8 hours), except for a slight increase in 2023 compared to 2020. This stability
suggests that basic biological needs consistently remain a priority, even in the face of
external changes.

The second-largest part of students’ daily time budget was dedicated to studying.
The average time spent on this activity systematically decreased from approximately
5.48 hours a dayin 2018 to 4.84 hours in 2023. The decline in time devoted to studying
was most noticeable in 2023. It is possible that the shift to remote learning and the
development of flexible and self-study education formats resulted in students’ reduced
direct engagement in traditional university classes.
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Figure 1. Average daily durations of weekday activities of Generation Z tertiary students
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Note. Sample means with 95%-confidence intervals. The interval widths reflect discrepancies between
responses across the survey waves. N = 763.

Source: authors’ work.

The third-largest portion of students’ time was allocated to computer use for
entertainment. There has been a steady increase in the time devoted to this activity,
from approximately 2.57 hours in 2018 to 2.77 hours in 2023. This indicates the
growing significance of technology and digital entertainment in students’ lives. This
may also be related to the widespread availability of digital content and the
increasing role of the internet as a primary source of entertainment. In other
European Union countries, the increased reliance on digital forms of leisure was
observed as well (Eurofound, 2020).

What is noteworthy is the significant increase in the average time devoted to paid
work in 2020 (2.32 hours per day) compared to 2018 (1.25 hours). Although the
average time spent on this activity decreased in 2023 compared to 2020, paid work
ranked fourth in terms of students’ time commitment in both of these years.

There has been a steady reduction in the average time dedicated to household tasks
and chores, from approximately 1.71 hours in 2018 to 1.61 hours in 2023, as well as
a decrease in the average time spent using mass media, from 1.47 hours in 2018 to about
1.15 hours in 2023. The average time allocated to other weekday activities (voluntary
work in organisations, social life and entertainment, sports and recreation) increased
in 2020 compared to 2018, but then, in 2023, declined in comparison to 2020.
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Tertiary students devoted the shortest time to voluntary work in organisations
(0.1-0.3 hours on average) and to sports and recreation (0.9-1.3 hours) on weekdays.

To determine whether there were significant differences in the average duration
of each activity across the years, we used a one-way analysis of variance (ANOVA).

Table 1. Results of the one-way ANOVA for sample-mean daily durations of students’ activities
on weekdays across the three survey waves

Type of activity F p-value
Physiological needs 1.435 0.239
Study (university classes) 8.759 0.000
Household tasks and chores 0.922 0.398
Paid work 9.310 0.000
Voluntary work in organisations 2.960 0.052
Social life and entertainment 5.165 0.006
Sports and recreation 7.965 0.000
Computer use for entertainment 0.954 0.386
Use of mass media 5.716 0.003

Source: authors’ work.

Table 1 shows that statistically significant differences (p < 0.05) in the average
duration of students’ activities on weekdays across the three survey years occurred
with regard to the following activities: university classes, paid work, social life and
entertainment, sports and recreation and the use of mass media.

For the remaining weekday activities, no statistically significant differences in their
average duration were observed between the study years. However, in the case of
voluntary work in organisations, the result was close to the adopted significance
threshold (p = 0.052), which may indicate a tendency towards differences between the
survey waves. To further examine in which periods significant differences occurred,
Tukey’s multiple comparison test was applied. The results, expressed as p-values for
pairwise comparisons between 2018, 2020 and 2023, are presented in Table 2.

Table 2. Results of Tukey's test (p-values) for differences in the average time spent
on weekday activities between pairs of survey years

Comparison between pairs of survey years
Type of activity
2018 and 2020 2018 and 2023 2020 and 2023
Physiological needs 0.302 1.000 0.275
Study (university classes) 0.295 0.000 0.054
Household tasks and chores ..........omeenrrnnnenns 0.826 0.364 0.795
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Table 2. Results of Tukey's test (p-values) for differences in the average time spent
on weekday activities between pairs of survey years (cont.)

Comparison between pairs of survey years
Type of activity
2018 and 2020 2018 and 2023 2020 and 2023
Paid work 0.001 0.001 0.665
Voluntary work in organisations ... 0.207 0.639 0.040
Social life and entertainment ............ccoeeccevuereeccrnnnns 0.009 0.964 0.015
Sports and recreation 0.001 0.870 0.002
Computer use for entertainment ............oecceveeeennne 0.646 0.367 0.942
Use of mass media 0.787 0.003 0.071

Source: authors’ work.

Data from Table 2 indicates that statistically significant differences in the average
daily time devoted to students’ activities on weekdays occurred between 2018
and 2020 and between 2020 and 2023 for the following activities: social life and
entertainment and sports and recreation. Meanwhile, in 2020 compared to 2018,
and in 2023 compared to 2018, statistically significant differences were observed for
paid work. Additionally, in 2023, there was a significant reduction in the average time
spent on studying and the use of mass media compared to 2018. By the same token,
in 2023 compared to 2020, a statistically significant reduction in the average time
devoted to voluntary work in organisations was recorded. For the remaining pairs of
the survey waves, no statistically significant differences were observed in the average
daily durations of students’ activities.

Figure 2 presents the average daily durations (in hours) of the same activities
performed by students on weekends, based on sample means for the three survey
waves (2018: N = 338; 2020: N = 98; 2023: N = 327). The values represent the sample
means based on the survey data (total N = 763), complemented by 95%-confidence
intervals, which makes it possible to assess both the central trends and the statistical
reliability of the results. From Figure 2, it is evident that the largest portion of the
daily time budget on weekends continued to be occupied by physiological activities.
The average duration of these activities exceeded nine hours per day across all the
years of the survey, with the average values remaining at a similar level each year
(9.3-9.7 hours). Social life and entertainment consumed the second-largest portion of
students’ time on weekends in 2018 (3.17 hours on average), but was replaced in 2020
by paid work (3.58 hours), which, in turn, was surpassed by computer use for
entertainment in 2023 (3.09 hours). This latter activity ranked third in the students’
time budget in 2018 (2.78 hours on average) and fourth in 2020 (2.61 hours).
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Figure 2. Average daily durations of Generation Z tertiary students’ activities at weekends
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Note. Sample means with 95%-confidence intervals. The interval widths reflect discrepancies between
responses across the survey waves. N = 763.
Source: authors’ work.

The duration of most activities increased in 2020 compared to 2018, and then
decreased in 2023 compared to 2020. This was the case with activities such as:
studying, paid work, voluntary work in organisations, social life, sports and recreation
and the use of mass media. Only in the case of computer use for entertainment, there
was a reduction in the average time spent on this activity daily in 2020 compared to
2018, followed by an increase in 2023 compared to 2020.

At weekends, students spent the smallest portion of time on voluntary work in
organisations (0.1-0.2 hours on average) and on sports and recreation (0.9-1.0 hours).
Studying also occupied relatively little of students’ time at weekends (1.2-1.6 hours).
To determine whether there were significant differences in the average durations of
each activity across the years, ANOV A was applied.

Data from Table 3 shows that statistically significant differences (at a significance
level of 0.05) in the average daily durations of tertiary students’ activities at weekends
were observed for all types of activities except for physiological needs and household
tasks.
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Table 3. Results of the one-way ANOVA for the average durations of students’ activities
at weekends across the three survey waves

Type of activity F p-value
Physiological needs 2.241 0.107
Study (university classes) 14.318 0.000
Household tasks and chores 0.776 0.461
Paid work 7.687 0.000
Voluntary work in organisations 4.075 0.017
Social life and entertainment 3.576 0.028
Sports and recreation 9.688 0.000
Computer use for entertainment 3.630 0.027
Use of mass media 6.079 0.002

Source: authors’ work.

Additionally, Tukey’s multiple comparison test was used to assess the statistical
significance of differences in the average time spent on weekend activities across the
study periods. The results, expressed as p-values for pairwise comparisons between
2018, 2020 and 2023, are presented in Table 4.

Table 4. Results of Tukey's test (p-values) for differences in the average time spent
on weekend activities between the pairs of survey years

Comparison between pairs of survey years
Type of activity
2018 and 2020 2018 and 2023 2020 and 2023
Physiological needs 0.125 0.979 0.166
Study (university classes) 0.000 0.000 0.418
Household tasks and chores .........rvncrinnens 0.441 0.707 0.862
Paid work 0.012 0.480 0.000
Voluntary work in 0rganisations ... 0.013 0.308 0.194
Social life and entertainment ..........cccooeeeeceeeevvrrrsennnns 0.459 0.262 0.023
Sports and recreation 0.000 0.779 0.001
Computer use for entertainment ..........coeeeeeevvee 0.665 0.152 0.028
Use of mass media 0.178 0.001 0.427

Source: authors’ work.

In Table 4, we can see statistically significant differences in the duration of studying
at weekends between the survey waves in 2018 and 2020 (a significant increase in the
average time spent on this activity) and between those in 2018 and 2023 (a significant
decrease in the average time spent on this activity). Statistically significant differences
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in the average daily durations of activities could also be observed for paid work and
sports and recreation between the survey waves in 2018 and 2020 and between those
in 2020 and 2023. These differences may reflect broader social and economic changes
affecting students’ lifestyles during the analysed periods, including increased
engagement in paid work and shifts in leisure patterns associated with changing forms
of social interaction and recreation.

These results not only indicate shifts in the amount of time devoted to paid work,
but also point to broader changes in the economic activity of students. The share of
students combining study with paid work increased across the three waves of the
survey. Chi-square tests confirmed statistically significant growth in the proportion of
working students, particularly in 2023. This finding can be interpreted as a response
to changing economic conditions, consistent with evidence that the pandemic
intensified financial pressure on households (Panek & Zwierzchowski, 2025). The
increase in student employment is also in line with earlier studies indicating that
young people often responded to economic shocks by reallocating their time from
education and leisure to income-generating activities (Han & Sa, 2022).

Figure 3. Percentage of students engaged in paid work across the three survey waves
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Source: authors’ work.
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The structure of students’ employment status changed significantly over the study
period. In 2018, more than half of respondents (53.2%) declared that they were
exclusively supported by their parents, 37.1% were fully self-maintained, while only
9.7% combined parental support with paid work (Figure 3). In 2020, just before the
outbreak of the pandemic, the share of students relying solely on parental support
decreased to 41.3%, the proportion of those combining parental support with
employment increased to 12.9%, and the group of fully self-maintained students
increased to 45.8%. By 2023, this trend became even more pronounced: the share of
students earning their living independently amounted to 46.1%, while the group
relying exclusively on their parents” support shrank to 38.3%.

These results, confirmed by chi-square tests, highlight the growing role of paid
work in students’ lives. The data reflect not only individual choices but also
broader socio-economic conditions resulting from the pandemic. As Panek and
Zwierzchowski (2025) demonstrated, the pandemic aggravated poverty risks across
EU households, which may have pushed young people to seek financial independence
earlier than previous cohorts. The steady growth in the proportion of working
students — from 37.1% in 2018 to 46.1% in 2023 - suggests a long-term reallocation of
time towards income-generating activities at the expense of traditional study and
leisure.

Changes were also visible in the students’ declared preferences regarding ways of
spending their leisure time. The majority of the respondents in all the three compared
periods indicated that they enjoyed ‘spending time with family and friends’ (Table 5).
The percentage of such respondents remained relatively stable over time, ranging
from about 60% to 62%. The chi-square test comparing the preference structures
across the three survey waves showed no statistically significant differences in
respondents’ preferences for this form of activity. Another highly-ranked form of
spending leisure time was ‘relaxing’. The percentage of respondents preferring this
activity increased from 55.8% in 2018 to 62.2% in 2020, and then decreased to slightly
above 50% in 2023. The significant change in this percentage over time (p < 0.05)
suggests that in the pandemic students needed more time for recovery, whereas by
2023, when life returned to normalcy, their increased need for relaxation withered
away. ‘Listening to the music or watching television’ was also ranked high among
students’ leisure activities. In 2023, respondents clearly preferred this kind of activity
over other ways of spending their leisure (67.46%). In 2018, the percentage of
such responses was 50.56%, and in 2020, this option had 45.27% of indications. The
fraction of respondents choosing to listen to the music or watch television changed
significantly over time (p < 0.05). This increase may be the result of a greater access
to streaming platforms and the growing importance of digital media in everyday
life. ‘Catching up on sleep” was another highly-ranked form of spending leisure.
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The percentage of respondents choosing this activity remained between 40% and 42%,
with a slight downward trend across the three compared years. The difference between
the percentages of respondents choosing this activity in subsequent survey waves was
not statistically significant (p = 0.959).

Table 5. Percentage of responses to the question about preferred ways of spending leisure time

2018 2020 2023
Type of activity chi-square| p-value
in %
I relax 55.81 62.19 50.51 6.625 0.036
| catch up on sleep 41.57 40.80 40.34 0.089 0.956
I read 23.22 20.90 20.68 0.620 0.733
I listen to music or watch TV .......cvevnccivinns 50.56 45.27 67.46 28.240 0.000
I spend time with family and friends ............... 59.93 61.69 59.66 0.229 0.892
I go out 37.45 35.82 22.37 17.574 0.000
I do sports 25.09 30.85 27.46 1.903 0.386
I do housework (catching up on cleaning, DIY) 15.73 23.88 24.75 7.810 0.020
| play computer games 30.71 24.88 27.80 1.950 0.377
I study (read, acquire knowledge) ......cccomeveunnne 12.36 14.43 20.68 7.750 0.021
| dedicate time to my favourite hobbies ........... 25.84 28.36 17.97 8.489 0.014

Source: authors’ work.

Another popular activity was ‘going out’. In 2018, it was chosen by 37.45% of
respondents, but its popularity declined to 35.82% in 2020 and 22.37% in 2023, with
the differences being statistically significant. Sports and computer games, in contrast,
remained at a relatively stable level over the three survey years, with about one quarter
of respondents choosing these activities in each wave (p-values of 0.386 and 0.377,
respectively).

Some forms of leisure, although less frequently indicated, showed interesting
upward trends. Studying as a leisure activity increased from 12.36% in 2018 to 20.68%
in 2023 (p = 0.021), while household tasks, such as cleaning or DIY, grew from 15.73%
of indications to 24.75% over the same period. It is likely that the pandemic
limitations, by forcing young people to spend more time at home, resulted in their
increased engagement in domestic duties.

After identifying these general patterns, it was equally important to analyse how
leisure preferences and time allocation varied by gender. Student’s t-tests and
chi-square tests were applied to examine mean differences and structural changes. The
results show consistent patterns: women devoted more time than men to studying,
household tasks, physiological needs, and media consumption, while men allocated
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significantly more time to computer use for entertainment and, in some years, to
sports and recreation. These findings correspond with earlier research indicating
persistent gender-based disparities in leisure practices (Jaumot-Pascual et al., 2018;
Rosa et al., 2023).

The dynamics of change also differed between men and women. For example, the
average time women devoted to studying and household tasks tended to decrease from
one survey wave to another, while in the case of men, these activities initially increased
in 2020 compared to 2018, and then declined again in 2023. Women showed a steady
increase in time spent on paid work, whereas the men’s pattern regarding this activity
was less linear, with an increase in 2020 followed by a decline in 2023. Similarly,
computer use for entertainment became steadily more and more popular among
women, whereas among men, there was a decrease in the popularity of this activity in
2020 and a rebound in 2023. Despite these fluctuations, men spent significantly more
time on computer-based entertainment than women over the whole period of study,
which reflects male students’ greater preference for digital gaming.

Gender-specific differences were also visible in the ranking of preferred leisure
activities. Both in 2018 and 2020, women most frequently chose ‘spending time with
family and friends’, while in 2023, their preference shifted to ‘listening to the music or
watching television’. In the case of men, the top choice was ‘computer games’ in 2018,
‘relaxing’ in 2020, and ‘music/television’ in 2023. Leisure activities ranked second and
third also varied across the survey waves, with women more often selecting ‘relaxing’
and ‘sleep’, and men alternating between ‘relaxing’, ‘family time’ and ‘digital leisure’.
These patterns suggest that although both genders adapted to the pandemic
conditions, the ways they reorganised their leisure time continued being influenced
by traditional gender preferences and roles.

Overall, our analysis confirms that while some activities such as relaxing or
spending time with family remained at a stable level of popularity with tertiary
students throughout the three subsequent survey waves, the popularity of others,
particularly of digital leisure and domestic tasks, significantly varied throughout the
study period. Gender continued to play an important role in shaping leisure choices,
both in terms of time allocation and in the hierarchy of preferred activities.

4. Conclusions

The aim of the study discussed in the article is to identify changes which took place in
the time budget and structure of leisure activities of Generation Z tertiary students
in Poland after the COVID-19 pandemic compared to the pre-pandemic period,
paying particular attention to gender differences and the role of paid work. The
results confirmed that significant changes took place within students’ hierarchy of
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preferences: studying became less important in their daily schedules, while paid work
and digital leisure became more relevant. This shift might indicate an increasing
pressure to combine studying with employment, which might influence students’
wellbeing, academic involvement, and work-study balance. At the same time, an
increased incidence of selecting ‘studying, reading, and acquiring knowledge’ as
a favourite way of spending one’s leisure might suggest that some students became
increasingly engaged with individual forms of learning, thus broadening their
intellectual horizons beyond the scope of university courses. This might reflect wider
changes in the ways young people started to acquire knowledge and develop
competencies in the digital era. At the same time, persistent gender-based differences
were observed, with women devoting more time to studying and household duties,
while men engaging more in sports and digital activities. These findings show that the
pandemic contributed to a relatively permanent reorganisation of everyday activities
of young people. Our results point to long-term post-pandemic adjustments in
students’ use of time rather than real-time behavioural responses during the peak of
pandemic restrictions. The study highlights the usefulness of classical statistical
methods in identifying social change and provides insights that may be relevant to
creating educational policies that would address the evolving needs of the younger
generation. The results indicate the advisability to better accommodate the growing
tendency among students to engage in paid employment and the increasing role of
digital forms of leisure, e.g. by promoting more flexible study schedules, supporting
the work-study balance and strengthening digital competencies within higher
education curricula. However, it should be remembered that our research was based
on a limited sample of students, therefore the results are not representative of the
entire student population in Poland.
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Wptyw technologii
zaleznej od kapitatu na pracujgcego
na rownowage uogoélnionego modelu Solowa

The influence of technology
dependent on capital-labour ratio
on the equilibrium of the generalised Solow model

Adam Krawiec?, Anna Pote¢®, Tomasz Tokarskic

Streszczenie. Celem artykutu jest uogélnienie modelu wzrostu Solowa i pokazanie, ze
w tak uogélnionym modelu moze istnie¢ wiecej niz jeden nietrywialny punkt stacjonarny.
W neoklasycznej teorii wzrostu gospodarczego, opierajgcej sie na modelu Solowa-Swana,
technologia jest egzogeniczna. Odmiennym podejsciem charakteryzuja sie modele wzro-
stu, w ktorych technologia (lub wiedza) jest ksztattowana endogenicznie. Technologia
egzogeniczna jest dana z zewnatrz, czyli model nie wyjasnia, skad sie ona bierze, a endo-
geniczna wystepuje wowczas, gdy jej poziom jest zalezny od innej zmiennej makroekono-
micznej w modelu. W artykule zaproponowano alternatywne uogélnienie modelu Solowa
z technologia endogeniczng, ktdra jest zwigzana z wielkoscig naktadéw kapitatu na pra-
cujgcego w ten sposdb, ze wraz ze wzrostem jej wielkosci rosnie poziom technologii. Zba-
dano réwniez dynamike modelu oraz wyznaczono punkty stacjonarne i przeanalizowano
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ich stabilnos¢. Przedstawione zostaty warunki istnienia stabilnego stanu stacjonarnego.
Ponadto przeprowadzono symulacje numeryczne w celu wyznaczenia trajektorii badanych
zmiennych makroekonomicznych. Pokazano, ze powyzej granicznej stopy oszczednosci/
inwestycji istnieja dwa nietrywialne punkty stacjonarne. Niestabilny punkt stacjonarny wy-
znacza granice ubodstwa. Jesli gospodarka startuje z poziomu kapitatu na pracujacego
mniejszego od tego punktu, to w diugim okresie zmienne makroekonomiczne sg zbiezne
do 0. Jesli poczatkowy zaséb kapitatu na pracujgcego jest wiekszy od tego punktu, to
zmienne makroekonomiczne sg zbiezne do stabilnego punktu stacjonarnego. Co wiecej,
poniewaz wielkos¢ kapitatu na pracujacego zasadniczo determinuje zaréwno poziom tech-
nologii, jak i wydajnos¢ pracy, obie zmienne zachowuja sie identycznie jak 6w zaséb.
Stowa kluczowe: endogeniczny model wzrostu gospodarczego, technologia, symulacje

Abstract. The aim of this article is to generalise the Solow growth model and to show that,
in such a generalised model, there can be more than one non-trivial stationary point. In the
neoclassical theory of economic growth, based on the Solow-Swan model, technology is
exogenous. Growth models are characterised by a different approach, in which technology
(or knowledge) is developed endogenously. Exogenous technology is introduced to the
economy ‘from the outside’, while endogenous technology applies when its level depends
on another macroeconomic variable in the model. This paper proposes an alternative
generalisation of the Solow model with endogenous technology, which is related to the
capital-labour ratio in such a way that the level of technology increases as the value of this
variable grows. We also analysed the dynamics of the model, determined the stationary
points and analysed their stability. Furthermore, we demonstrated the conditions allowing
the existence of a stable stationary state. Numerical simulations were carried out to
determine the trajectories of the macroeconomic variables examined in the study. We
showed that there are two non-trivial stationary points above the savings rate threshold
value. The unstable stationary point defines the poverty limit. If the initial level of capital per
worker in an economy is below the value of this point, the macroeconomic variables
converge to 0 in the long run. If the initial level of capital per worker is greater than this
value, the macroeconomic variables converge to a stable stationary point. Moreover, since
in general, the value of the capital-labour ratio determines both the level of technology and
labour productivity, these variables behave in the same way as the former.

Keywords: endogenous growth model, technology, simulations

JEL: 041, C62, C63
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1. Wprowadzenie

W drugiej potowie lat 50. XX w. Solow (1956) i Swan (1956) — niezaleznie od siebie -
przedstawili modele wzrostu gospodarczego, ktore staly sie podstawa wspolczesnej
neoklasycznej teorii wzrostu. W modelu Solowa-Swana' proces wzrostu gospodar-
czego jest zdeterminowany przez trzy zmienne: naktady kapitatu rzeczowego, naklady
pracy i technologie. Co wiecej, w neoklasycznych modelach wzrostu zaréwno naklady
kapitatu, jak i naklady pracy cechujg si¢ malejacymi produktywno$ciami kranco-
wymi, a technologia ma charakter egzogeniczny, czyli model nie wyjasnia skad si¢ ona
bierze — Allen (1975) opisal to za pomocg metafory, ze technologia spada na gospo-
darke jak manna z nieba. Warto$¢ technologii albo jest stafa jak w oryginalnym mo-
delu Solowa (1956), albo ro$nie wykladniczo ze stalg stopa wzrostu (Solow, 1957;
Swan, 1956). Istotnym rozszerzeniem neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego
jest zroznicowanie nakladéw czynnikow produkeji potaczone z uwzglednieniem od-
dzialywania na procesy produkcyjne zasobu kapitatu ludzkiego (Mankiw i in., 1992)
lub skonczonej liczby réznych zasobéw kapitatéw (Nonneman i Vanhoudt, 1996)
przy utrzymaniu zalozenia o malejgcej krancowej produktywnosci kazdego z bada-
nych czynnikéw produkcji.

Zaleta modelu Solowa — lub bardziej ogdlnie: neoklasycznej teorii wzrostu — jest
rowniez mozliwo$¢ wprowadzenia do tego modelu lub modeli rozszerzen uwzgled-
niajgcych rézne aspekty funkcjonowania gospodarki lub spoteczenstwa, takie jak row-
nowaga rynku pracy, przestrzenne zréznicowanie rozwoju gospodarki czy wptyw pan-
demii lub wojny na gospodarke (Dykas i in., 2023; Filipowicz, 2019; Filipowicz i in.,
2024a, 2024b).

Dyskusja nad zalozeniem o malejacej krancowej produktywnosci czynnikéw pro-
dukgji, ktorej prekursorem byt Arrow (1962), skupita si¢ na roli technologii i jej wply-
wie na wzrost gospodarczy. W drugiej polowie lat 80. i w latach 90. XX w. podjeto
istotne préby endogenizacji postepu technicznego (szerzej: wiedzy), co doprowadzito
do stworzenia endogenicznej teorii wzrostu gospodarczego (nazywanej takze nowg
teorig wzrostu). Za prekursora tej teorii uwaza sie Romera (1986), ktory przedstawit
pierwszy model wzrostu z endogeniczng wiedzg jako czynnikiem produkgji, charak-
teryzujaca si¢ rosnaca produktywnoscig krancowa. Z kolei w modelu wzrostu Lucasa
(1988), bedacym rozwinigciem idei Uzawy (1965), wzrost gospodarczy jest réwniez
wynikiem akumulacji kapitatu ludzkiego przy zalozeniu niemalejacej produktywnosci
krancowej czynnikéw produkeji. Kolejne modele wzrostu wigzaly rozwdj technologii
z nakladami kapitalu, pracy oraz wydatkami na badania i rozwdj (Aghion i Howitt,

W literaturze makroekonomicznej neoklasyczny model wzrostu gospodarczego Solowa nazywany jest réw-
niez modelem wzrostu Solowa-Swana, dlatego w dalszej czesci pracy pojecia modelu Solowa, modelu
Solowa-Swana i neoklasycznego modelu wzrostu traktujemy jako tozsame.
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1998; Grossman i Helpman, 1991; Romer, 1990). Teoria endogenicznego wzrostu
gospodarczego stala sie¢ waznym obszarem wspolczesnych badan makroekono-
micznych dotyczacych przyczyn i natury proceséw wzrostu gospodarczego (Aghion
i Howitt, 1998; Barro i Sala-i-Martin, 1995; Dykas i in., 2023, Filipowicz i in., 2024b;
Malaga, 2013; Solow, 2000).

Mozna jeszcze wspomniec o rozszerzonych modelach Solowa, ktdre nie charakte-
ryzujg sie dokladnie jednym nietrywialnym punktem stacjonarnym. Przyjecie zatoze-
nia o zmiennej stopie wzrostu liczby pracujgcych moze prowadzi¢ do dwdch nietry-
wialnych punktéw stacjonarnych. Ferrara i Guerrini (2009) zalozyli, ze zmiana liczby
pracujacych jest opisana funkcja logistyczng, co prowadzi do wystgpienia wielu punk-
tow réwnowagi, w tym nie tylko stabilnego wezla, lecz takze punktow siodtowych.
Podobna modyfikacja stopy wzrostu liczby pracujacych zostata zaproponowana przez
Filipowicz i in. (2016). W tej pracy stopa wzrostu liczby pracujacych jest malejaca
funkcja wydajnosci pracy (postmaltuzjanska $ciezka wzrostu populacji), co prowadzi
do zmodyfikowanego modelu Solowa, w ktérym moze istnie¢ wiecej niz jeden punkt
stacjonarny lub moze nie by¢ Zadnego punktu stacjonarnego z wyjatkiem punktu try-
wialnego. Z kolei przyjecie niestandardowej $ciezki zmiany stopy liczby pracujacych,
podobnej do funkeji rozkltadu normalnego Gaussa, powoduje, ze zmodyfikowane
rownanie Solowa nie ma nietrywialnego punktu stacjonarnego, a wydajno$¢ pracy
ro$nie do plus nieskoniczonosci (Filipowicz i in., 2017).

Ztozona dynamika w zmodyfikowanym modelu Solowa moze tez by¢ konsekwen-
cja przyjecia alternatywnej funkcji produkgji. Plata Pérez i Calderén (2009) zbadali
zmodyfikowane modele Solowa i Ramseya, w ktorych wprowadzono funkcje wzrostu
Richardsa (1959) jako funkcje produkgji, i wykazali istnienie czterech typéw punktow
réwnowagi.

W modelu Solowa-Swana nie tylko stopa wzrostu liczby pracujacych, lecz takze
stopa wzrostu technologii jest stala. Jak wskazali$my, zmienna stopa liczby pracujg-
cych byla czgsto rozwazana w pracach teoretycznych. W artykule podejmujemy probe
zbadania wplywu zmiennej stopy technologii na dynamike procesu wzrostu gospo-
darczego. Przedstawiamy uogolnienie modelu Solowa z technologia endogeniczna,
ktérg kwantyfikujemy jako faczng produktywnos$é czynnikéw produkeji (ang. total
factor productivity — TFP). W najcze$ciej rozwazanych modyfikacjach stopa wzrostu
liczby pracujacych osiaga asymptotycznie warto$¢ staly. Podobne zalozenie czynimy
dla stopy wzrostu technologii. Na skutek stalej dodatniej stopy postepu technicznego
(np. w sensie Harroda) technologia rosnie do nieskonczono$ci. Moze to prowadzi¢ do
osobliwosci technologicznej (Ulam, 1958), przy ktdrej — jak sadzimy — neoklasyczne
modele wzrostu gospodarczego nie bedg mialy zastosowania. W oryginalnym modelu
Solowa (1956) TFP jest stala, wiec w tym sensie poziom technologiczny gospo-
darki okazuje si¢ niezmienny. Swan (1956), konstruujac model wzrostu gospodarczego,
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przyjal zalozenie, ze ta wielkos¢ roé$nie wykladniczo. Mozna uzna¢ za zasadne wystepo-
wanie dolnego i gérnego ograniczenia dla zmiennosci TFP. Nalezy tez zauwazy¢, ze
TFP jest szeroka miarg i moze zawiera¢ wiele réznych czynnikéw, dlatego jej estyma-
cja nie jest tatwa (Deboeck, 2023). Niemniej jednak takie proby sa podejmowane i naj-
nowsze badania empiryczne wskazujg, ze ta wielko$¢ jest addytywna (Philippon,
2022), czyli jej wzrost jest liniowy.

W modelu proponowanym w niniejszym artykule przyjmujemy, ze TFP rosnie wraz
ze wzrostem nakladéw kapitatu na pracujacego. Przedstawiony model jest uproszczony
w tym sensie, ze jako czynnik wzrostu TFP zawiera tylko techniczne uzbrojenie pracy,
a pomija inne. Jezeli gospodarka znajduje si¢ daleko od stanu stacjonarnego, to wzrost
TFP jest w przyblizeniu liniowy (ale wolniejszy niz liniowy). W miare jak gospodarka
zmierza do stanu stacjonarnego, wzrost TFP jest coraz wolniejszy, az w punkcie sta-
cjonarnym osigga poziom 0. Oznacza to, ze gdyby naklady kapitatu na pracujacego
w gospodarce rosty od 0 do nieskonczonosci, to TFP zwiekszataby sie coraz wolniej
od 0 do 1. Prezentowany model moze by¢ dobrym opisem gospodarki znajdujacej sie
poza stanem dlugookresowej rownowagi.

Badania nad wptywem TFP na wzrost gospodarczy Iacza zaréwno aspekt teore-
tyczny, jak i empiryczny (Baier i in., 2006; De Visscher i in., 2020; Heshmati
i Rashidghalam, 2016; Welfe, 2003). W tej pracy przedstawiono nowy model teore-
tyczny. Zbadano réwniez dynamike tego modelu, istnienie punktu stacjonarnego?
i jego stabilno$¢ oraz trajektorie, po ktorych podstawowe zmienne makroekono-
miczne zmierzaja do dlugookresowej réwnowagi gospodarki.

Celem artykutu jest uogélnienie modelu wzrostu Solowa i pokazanie, ze w tak
uogodlnionym modelu moze istnie¢ wigcej niz jeden nietrywialny punkt stacjonarny.
Wskazujemy rowniez, ze jesli istnieja dwa nietrywialne punkty stacjonarne, to
pierwszy jest punktem niestabilnym, a drugi - stabilnym. Ponadto niestabilny punkt
stacjonarny wyznacza granice ubdstwa, poniewaz jesli gospodarka startuje od
poziomu kapitalu na pracujacego nizszego od tego punktu, to zaréwno kapital na
pracujacego, jak i wydajno$¢ pracy oraz konsumpcja na pracujacego sa w dlugim
okresie zbiezne do 0. Jesli poczatkowy zaséb kapitalu na pracujgcego jest wiekszy
od tego punktu, to zmienne makroekonomiczne sg zbiezne do stabilnego punktu
stacjonarnego.

2 Punkt stacjonarny réwnania rézniczkowego danego wzorem % = f(x(t)), gdzie funkcje x(t) i f(x) sa

ciggtymi i rézniczkowalnymi funkcjami t > 0 i x € P (przy czym P oznacza przestrzen fazowg powyzszego

réwnania rézniczkowego), jest definiowany w pracy jako taka wielko$¢ x € P, ze f(x) =0 = % _=0.
X=X

W polskiej literaturze ekonomicznej ten punkt czesto jest nazywany stanem ustalonym, co wynika z mato

precyzyjnego ttumaczenia (z punktu widzenia terminologii matematycznej) angielskiego terminu steady

state. Poniewaz polscy matematycy zajmuja sie rownaniami rézniczkowymi znacznie dtuzej niz ekonomisci,

w artykule konsekwentnie stosujemy terminologie stricte matematyczna i rozwazamy punkty stacjonarne

(a nie stany ustalone) réwnania rézniczkowego.
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2. Zalozenia modelu

W prowadzonych dalej rozwazaniach zakladamy, Ze funkcjonowanie gospodarki opi-
sujg nastepujgce trzy réwnania®:

a(k(t))=1- e k®), (1)
y(t) = alk(t))k“(t), (2)
k(®) = sy(t) - uk(t), 3)

gdzie:
a(t) = 0 - technologia w momencie t > 0 (traktowana jako pojecie pierwotne, kto-
rego kwantyfikacjg jest TFP),
k(t) = 0 - naklady kapitatu na pracujacego,
y(t) = 0 - wydajno$¢ pracy (czyli produkcja na pracujacego),
s € (0, 1) - stopa oszczednosci/inwestycji,
u>0 - stopa ubytku kapitalu na pracujacego, bedaca suma stopy deprecjacji
kapitatu § € (0, 1) oraz stopy wzrostu liczby pracujacych n > 0.
Parametr a € (0, 1) zostanie zinterpretowany ekonomicznie w dalszej czesci opra-
cowania.
Zwigzek (1) uzaleznia technologi¢ a od zasobu kapitalu na pracujacego k. Z kolei
réwnanie (2) jest funkcja wydajnosci pracy wynikajaca z funkcji produkcji Cobba-
-Douglasa (1928) danej wzorem

Y =ak®Lt-¢,

gdzie Y, K, L = 0 oznaczajg kolejno wielko$¢ produkeji, naklady kapitatu i naklady
pracy. Natomiast réwnanie rézniczkowe (3) to réwnanie Solowa, z ktorego wynika, ze
przyrost kapitatu na pracujacego k jest réznica pomiedzy oszczednosciami/inwesty-
cjami na pracujgcego sy a ubytkiem kapitalu na pracujacego uk.

3 Zaktadamy, ze wszystkie dalej badane zmienne sg ciggtymi i rézniczkowalnymi funkcjami czasu ¢ = 0.
Zapis x(t) bedzie oznaczat trajektorie zmiennej x (ktéra wyznacza wartosci tej zmiennej w kolejnych mo-

, d . d S . ) , . o
mentach t), a x(t) = d—f lub x = d—’:— pochodng owej zmiennej po czasie. Pochodng x(t) mozemy za$ utoz-
samiac z przyrostem wartosci zmiennej x w momencie t.
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3. Rozwigzanie modelu

Z réwnania (1) wynika, ze w prowadzonych analizach technologi¢ a uzalezniamy od
zasobu kapitalu na pracujacego k. Funkgcja a(k), opisujaca zalezno$ci miedzy tymi
zmiennymi, charakteryzuje si¢ nastepujacymi wlasno$ciami*:

® a:[0,+) - [0,1);

e a(0)=0;

Vk>0 (a’(k)=e*>0Aa"(k)=-e*<0);

kl_i)rpoo a(k)=1.

Z powyzszych wlasnosci funkcji a(k) wynika, ze jesli kapital na pracujacego k ro-
$nie od 0 do +oo, to a takze roénie coraz wolniej od 0 do 1. Plynie stad roéwniez wnio-
sek, ze w rozwazanym modelu — w przeciwienstwie do neoklasycznych modeli wzro-
stu z egzogenicznym postepem technicznym Solowa (1956), Swana (1956), Mankiwa
iin. (1992) czy Nonnemana i Vanhoudta (1996) - technologia nie jest zmienng ro-
snaca wykladniczo do +oo, ale jej wartoéci zmieniajg si¢ jedynie w przedziale® [0, 1).

Po wstawieniu réwnania (1) do funkcji wydajnosci pracy (2) otrzymujemy

y=fl)=Q1-e ke, (4)

z czego wynika, Ze:
e f:[0,+0) = [0,+0);
* f(0)=0;
e Vk>0 f'(k)= e*k*+a(l-e®)k*-1>0;
* Jim f00) = lim ((1-e k) = veo
czyli jedli naklady kapitalu na pracujacego rosng od 0 do +oo, to wydajno$¢ pracy ros-
nie od 0 do +co.

Ze zwigzku (4) wnioskujemy réwniez, ze elastycznos¢ € wydajnosci pracy y wzgle-
dem nakladéw kapitalu na pracujacego k opisuje rownanie

k_e*k*t 1+ a(1-e )k _ k

a+

(k) (1-e )k ek -1’

e(k)=f'(k)-

4 Zapis typu F: A — B oznacza, ze funkcja F przyporzadkowuje warto$ciom ze zbioru A wartosci nalezace do
zbioru B.

5 Réwnanie (1) mozna zapisa¢ takze wzorem a(k) = a,, - (1 - e™¥), gdzie a,, > 0. Wéwczas przy naktadach
kapitatu na pracujacego k rosnacych od 0 do +oo technologia a rostaby od 0 do a,,. Ta zmienna jednak
nie jest bezposrednio mierzalna, wiec zawsze mozna dobrac jednostki, w ktérych jest ona wyrazona w ten
sposéb, aby a,, = 1. Przyjecie zatozenia, ze Vk = 0 a(k) € [0, 1), ma te przewage nad zatozeniem, ze
a(k) € [0, ay,), poniewaz jesli w diugim okresie k — k, tow pierwszym ze wspomnianych przypadkéw
a-a=a(k) € [0,1), aw drugim przypadku mamy a - @ = a(k) € [0, a,). Dlatego przy a(k) € [0, 1)
wielkos¢ @ wynoszaca np. 0,7 oznacza, ze dlugookresowa technologia osiaga 70% maksymalnej - mozli-
wej do uzyskania — wartosci tej zmiennej. Natomiast w przypadku, gdy a(k) € [0, a,), dtugookresowa
technologia bytaby réwna 0,7a,, i nalezatoby te warto$¢ odnies¢ do ay,.
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Z powyzszej zaleznosci wynika, ze:
e zreguly de 'Hopitala mamy

. . k 1
lim (k) =a+ lim =q+ lim = =a+1;
k-0* k-0t ek -1 k—-0* ek

e pochodng &’ (k) opisuje wzér

(1-k)ek-1
(ek-1)2 °

&'(k) =
co powoduje, ze sgn €' (k) = sgn w(k), gdzie
w(k)=(1-k)ek-1.
Funkcja w(k) charakteryzuje si¢ nastepujgcymi wlasno$ciami:

w(0)=0A(Vk>0 w'(k)=-ke*<0).

Wynika z tego, ze dla kazdego k > 0 mamy w(k) <0 A &'(k) <0;
e wykorzystawszy ponownie regule de 'Hopitala, otrzymujemy

kl_iﬂloog(k) sat kl_i)rpoo ekk_ 1 sat kl_i>rpooe_1k - a
Z powyzszych wlasnosci funkgji elastycznosci €(k) wynika, ze jesli zaséb kapitatu
na pracujacego k rosnie od 0 do +oo, to elastycznos¢ € wydajnosci pracy y wzgle-
dem nakladéw kapitatu na pracujacego k spada od 1 + a do a. Dlatego parametr o
w funkcji wydajnoéci pracy (4) mozemy nazywa¢é quasielastycznoscia (y wzgledem k)
rozumiang w ten sposob, ze

k—>+oo=e=f’(k)-]%—>a.
Funkcje produktywnoéci kapitatu p (k) = % = % okresla zwigzek
ek
p() = (1-e k-1 = 126 5)

kl—a
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Funkcja (5) charakteryzuje si¢ nastepujacymi wlasnosciami:
e badamy ja dla k > 0 i wowczas p: (0,+00) = (0,+00);
e jej granice w 0" i +oo réwne sa 0, poniewaz z reguly de 'Hopitala wynika, ze
po pierwsze
-k -k k®

lim p(k) = hm l-e™ _ = lim = = lim & =0
k-0t o+ kl a k_>0+(1_a)k—0[ k—>0* 1_a ’

a po drugie

_ ok
11m p(k) = hm k1ea =0;

f()

¢ znak pochodnej funkgji produktywnosci kapitalu p(k) = — jest taki sam jak po-

chodnej funkcji
q(k) =Inp(k) =In(1-e™) - (1 - a)Ink.

Pochodng funkgji q(k) okresla zwiazek

= _l-a_ 1 l-a_k-(-a)lek-1)
1 1- e"‘ k ek-1 k k(ek-1)

lub

oy = 70
q'(k) = m,
gdzie (k) =k - (1-a)(e¥ - 1) Asgnr(k) = sgn q'(k). Poniewaz (0) = 0, z tego,
ze 1'(k)=1-(1-a)e*, wynika, ze jesli k jest mniejsze (wicksze) od
-In(1-a), to pochodna 7r'(k) jest dodania (odpowiednio: ujemna), wiec
w punkcie k=-In(1-a) >0 funkcja ma maksimum wynoszace 1, > 0. Ponadto
kl_1)r+nm r(k) = kl_1)r+nm (k -(1-a)(e*- 1)) =—00, zatem (na mocy wlasnoéci Darboux
funkcji ciaglej) istnieje doktadnie jeden punkt k* wiekszy od —In(1-a) > 0, taki
ze w przedziale (0,k”) wartoéci funkcji 7(k) i pochodnej q'(k) sa3 dodatnie,
a w przedziale (k”, +o0) — ujemne.

Z powyzszych wlasnoéci funkcji produktywnosci kapitatu p(k) wynika rowniez, ze
w przedziale (0, k") wartosci tej funkcji rosng od 0 do py, = p(k™) > 0, a w przedziale
(0,k") - spadaja.

Wielkos$¢ k”, przy ktérej produktywno$é kapitatu jest maksymalna, to rozwia-
zanie réwnania u(k) = 0, gdzie u(k) = k - (1 - a)(e* - 1). Wynika z tego, ze k" jest
funkcja uwiklang quasielastycznosci a postaci k™ = k" (a). Pochodng tej funkcji okresla
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. dk* _ du/da _  ek-1 dk” . . . .
zwigzek @ - " awok - Gaek 1 Pochodna T Jest dodatnia, poniewaz po

pierwsze Vk >0 (e*>1 = e* -1>0), a po drugie punkt k" znajduje si¢ na prawo

od punktu k=-In(1-a) =In ﬁ, co powoduje, Ze w jego otoczeniu k > lnﬁ =
ek > ﬁ: (1-a)ek-1>0.

Wybrane przyblizone wartosci k* (przy réznych quasielastycznoéciach @) oraz
odpowiadajace im produktywnosci kapitatu p(k*) zestawiono w tabl. 1.

Tabl. 1. Przyblizenia k" i py, = p(k”) odpowiadajace wybranym quasielastyczno$ciom a

a Kk’ pu=pk")
0,1017 0,8481
0,2071 07717
0,3167 07213
0,4308 0,6865
0,5502 0,6624
0,6755 0,6463
0,7627 0,6392
0,8075 0,6366
0,9474 0,6324
1,0965 0,6331
1,2564 0,6382
1,4295 0,6476
1,6188 0,6613
1,7457 0,6720
1,8284 0,6795
1,9038 0,6866
1,9789 0,6939
2,0646 0,7025
23367 0,7306
2,6075 0,7592
2,6604 0,7648
3,0649 0,8059
3,6150 0,8557
4,5139 0,9173

Zrédto: obliczenia whasne.

4, Stabilnos¢ punktow stacjonarnych

Po wstawieniu funkcji wydajnosci pracy (4) do réwnania rézniczkowego (3) otrzymu-
jemy uogdlnienie réwnania Solowa dane wzorem

k() =s(1-e*®)k(t) - uk(t). (6)
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Réwnanie rézniczkowe (6) nie ma catki ani w zbiorze funkgji elementarnych lub
ich zlozenn - z wyjatkiem calki trywialnej k(t) =0, ani wéréd funkgji specjalnych
Gaussa i Eulera. Ponadto, po uwzglednieniu funkcji wydajnosci pracy (4), mozemy je
zapisa¢ wzorem

k() =sf(k(t)) - pk(t),
z ktorego wynika, ze

(k>0<:>p(k)>g)/\(k=0<=p(k)=g)/\(k<o=>p(k)<§), )

gdzie p(k) oznacza badang uprzednio funkcje produktywnosci kapitatu (5). Podobnie

jak w oryginalnym modelu Solowa zalezno$¢ (7) implikuje, ze jesli produktywnos¢

kapitatu p(k) bedzie wigksza (mniejsza) od ilorazu %, to przyrosty kapitalu na pracu-
jacego k beda dodatnie (ujemne), a przy p(k) = % rownanie rozniczkowe (6) bedzie
miato nietrywialny punkt stacjonarny.

Ze zwigzku (7) 1 wlasnosci funkcji produktywnosci kapitatu wynika, ze liczba nie-
trywialnych punktéw stacjonarnych réwnania rézniczkowego (7) jest zalezna od rela-
cji, jaka ksztattuje sie pomiedzy maksymalng (mozliwg do osiagniecia) produktywno-
$cig kapitatu py, a ilorazem % Wrynika to z tego, ze:

o jesli py < %, to badane réwnanie rézniczkowe nie ma nietrywialnych punktéw
stacjonarnych, poniewaz wowczas dla dowolnego k > 0 mamy p(k) < py < %;

o w przypadku, gdy py = %, réwnanie ma nietrywialny punkt stacjonarny k pokry-
wajacy sie z punktem k", w ktérym funkcja produktywnosci kapitatu osigga mak-
simum;

o jeslizaspy > %, to z wlasnosci Darboux funkgji ciaglej wynika, ze istnieja dwa nietry-
wialne punkty stacjonarne roéwnania rozniczkowego (6). Pierwszy z tych punktéw
(k1) nalezy do przedziatu (0, k), a drugi (k) znajduje si¢ w przedziale (k*,+o0).
W pierwszym z wymienionych wyzej przypadkéow - czyli gdy py < % - przy

dowolnej dodatniej wartosci kapitalu na pracujacego przyrosty tego kapitalu sg

ujemne. Dlatego dla dowolnej wyjsciowej wartoéci k(0) > 0 otrzymujemy?®

t >+ = (k(t) > 0Ay(t) > 0Aa(t) - 0),

czyli kapital na pracujacego k, wydajnos$¢ pracy y i technologia sg w dlugim okresie
zbiezne do 0.

6 Wartos¢ zmiennej x, ktora ksztattuje sie przy t — +oo, jest utozsamiana z jej wartoscia dtugookresowa.
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Jesli zas py = %, to po pierwsze w punkcie k = k" mamy k =0, a po drugie dla
dowolnych k € (O,E) v (E,+oo) przyrosty kapitalu na pracujacego s3 ujemne.
W zwigzku z tym:

o jesli wyjéciowy zasob kapitatu na pracujacego k(0) € (0,k), to
t > +o0o = (k(t) > 0Ay(t) > 0Aa(t) - 0),

wiec mamy rdwnowage dlugookresows jak poprzednio;

e przy k(0) = k w kazdym momencie t > 0 kapital na pracujacego jest réwny k, wiec
otrzymujemy’

ve =0 y(&) = f(k) Aa(®) = a(k);

o wprzypadku, gdy k(0) € (k,+o0), mamy k(t) < 0 A k(t) > 0, a z tego wynika, ze
t - +00 = (k(t) > kay(t) - f(k)Aa(t) - a(F)).
Analizujac réwnanie rézniczkowe (6) przy py > %, stwierdzamy, ze
k € (0,k;) U (kp+o0) = k <0,

(k=k,Vk=ky,)=k=0
oraz

ke (ko k) = k>0,

Wynikajg z tego nastepujace wnioski:
o jesli wyjsciowy kapital na pracujacego k(0) nalezy do przedziatu (O,El), to

t - +00 = (k(t) > 0 Ay(t) > 0 Aa(t) - 0);

e w przypadku, gdy k(0) = k; réwniez w kazdym nastepnym momencie t, wartosci

rozwazanego tu zasobu, czyli k(t), wynosza k;, co powoduje, ze wowczas
vt >0 y(t) = f(ky) Aa(t) =a(k,);

7 Rzecz jasna, skoro f'(k) > 0ia’(k) > 0, to dtugookresowe wartosci f (k) f (k1 ), f (k2 ), a(k), a(k, ) i a(k,)
beda tym wyzsze, im wyzsze beda wartosci odpowiednio k, Fl i EZ.
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jesli k(0) € (E,FZ), to k > 0, stad wnioskujemy, ze
t - +o0 = (k(t) > Ky Ay(®) > f(kz) Aa(®) - a(kz));

przy k(0) = k, mamy k = 0, zatem

VE>0 k() =k, Ay(t) = f(k;) Aa(t) = a(k,);

przy k(0) € (EZ,+00) przyrosty kapitalu na pracujacego sa ponownie ujemne,
a z tego wynika, ze

t— +o0 = (k(t) > ky Ay(t) > f(ky) Aa(t) > a(FZ));
e zauwazmy tez, ze punkty stacjonarne El i Ez s3 rozwigzaniami réwnania
v(k) =0,

gdzie
U
v(k) =p() - &

przy czym punkt k; jest rozwigzaniem owego rownania w przedziale, w ktérym

pochodna p' (k) jest dodatnia, a punkt k, — w przedziale, w ktérym jest ona ujemna.

Dlatego
ok,  ov/op 1 AaE _ 0v/os M 0
o - " avjok spi(k) " as T T avjok | stpi(k)
oraz
ok, ov/ou 1 ok, dv/ds M

2 _ - J - - 0.
on - " ovjak spi(k) N as T T awjok | stoi(l)

Oznacza to, Ze im wyzsza stopa ubytku kapitatu na pracujacego u, tym wyzsza war-
to$¢ ky, nizsza k, i tym samym mniejsza rozpieto$¢ przedziatu (Fl, Ez), w ktérym
k > 0. Jesli zas rosnie stopa oszczednosci/inwestycji s, to zasob ke, spada, zasob k,
ro$nie, a rozpigtos¢ przedziatu (El, Ez) sie zwieksza.

Na wykr. 1 zostal przedstawiony diagram bifurkacyjny (Dhooge i in., 2003) dla mo-

delu (6). Przy warto$ciach parametrow u=0,1ia = 12—; bifurkacja typu siodto-wezet
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zachodzi dla s = 0,1488. Dla wartosci s mniejszych niz 0,1488 nie istnieje zaden punkt
stacjonarny oprocz trywialnego punktu stacjonarnego. Gdy s jest wieksze niz 0,1488,
pojawiajg sie dwa punkty stacjonarne; stabilne lezg na linii cigglej, a niestabilne -
na przerywanej.

Wykr. 1. Diagram bifurkacyjny dla punktéw stacjonarnych k* modelu (6)
wzgledem stopy oszczednosci/inwestycji (s)
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