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Od redakgji / From the Editorial Team

OD REDAKCII

We wrze$niowym numerze ,Wiadomosci Statystycznych. The Polish Statistician” proponujemy
Panstwu lekture trzech artykuléw naukowych.

Wydanie otwiera praca dr. hab. Marka Lesniewicza, prof. WIL-PIB, pt. Propozycja nowej metody
testowania ciggow losowych. Autor odnotowuje, ze wycofanie w 2022 r. rekomendacji dla zestawu
testow wykorzystywanych do badania ciaggéw losowych przez amerykanski National Institute of
Standards and Technology zmusito badaczy do wypracowania nowych narzedzi pomiaru. Przedsta-
wia autorskg metode testowania — obiektywna i wolng od specyficznych wlasciwosci oraz ograniczen
innych znanych zestaw6w testow, opartg na rzeczywistych wlaciwosciach ciggdw losowych o dys-
kretnym, réwnomiernym rozkladzie prawdopodobienistwa. To metoda jednoparametryczna, ktora
teoretycznie nie zalezy od liczebnoéci proby. Wynik weryfikacji zaledwie jednej préby ciagu loso-
wego o odpowiedniej liczebnosci jednoznacznie kwalifikuje lub dyskwalifikuje go jako realizacje
ciggu zmiennych losowych o domy$lnie referencyjnych wlasciwo$ciach i parametrach probabili-
stycznych. Metoda zostala opracowana jako narzedziowe wsparcie projektu kwantowego mikrofa-
lowego generatora o wydajnosci 1 Gbit/s, skonstruowanego w Wojskowym Instytucie Lacznosci.
O uzytecznosci prezentowanego podejscia $wiadczy fakt, ze znalazlo ono zastosowanie w procesie
ustawowej certyfikacji prostszego generatora o wydajnoéci 10 Mbit/s, przeprowadzonym z pozytyw-
nym skutkiem przez Stuzbe Kontrwywiadu Wojskowego.

W artykule Comparison of three-parameter models of income distribution in selected European
countries dr Kamila Trzciniska i dr Malgorzata Cwiek poréwnujg wybrane tréjparametryczne modele
rozkladu dochodéw: Singha-Maddali, Daguma oraz Zengi pod wzgledem dopasowania do danych
empirycznych. Opieraja si¢ na danych za 2016 r. zaczerpnietych z Europejskiego Badania Jakosci
Zycia dla szesciu krajéw europejskich, ktére reprezentujg gospodarki réznej wielkosci i na réznym
poziomie rozwoju. Analize przeprowadzajg zaréwno dla catego kraju, jak i oddzielnie dla mieszkan-
céw miast (malych i $rednich oraz duzych) i obszaréw wiejskich. Do poréwnania oszacowanych
rozkltadéw wykorzystuja wspdltczynnik podobienstwa rozkladéw i indeks Mortary. Badajg réwniez
odchylenia statystyk opisowych opartych na rozkladach teoretycznych od warto$ci empirycznych.
We wnioskach wskazuja, Ze najlepsze dopasowanie do danych empirycznych wykazal model Zengi,
ale charakterystyki opisowe rozktadu dochodéw oszacowane na podstawie rozkladu Daguma cecho-
waly si¢ znacznie nizszg amplitudg odchylen. Niemniej nawet bardzo wysoka dobro¢ dopasowania
do danych empirycznych - jak zaznaczaja — nie gwarantuje, ze teoretyczne charakterystyki opisowe
rozkladu bedg mialy takie same wartoéci jak charakterystyki empiryczne.

Prof. dr hab. Czestaw Domanski, prof. dr hab. Alina Jedrzejczak i dr hab. Jerzy T. Kowaleski
w pracy Maciej Miechowita — polski pionier paristwoznawstwa przyblizaja czytelnikom biografie
i dziatalnos¢ polskiego polihistora: lekarza, geografa i historyka z przefomu XV i XVI w. Analizuja
dzieta Miechowity, w ktérych mozna odnalez¢ elementy pafstwoznawstwa: Kronike Polakéw oraz
Traktat o dwoch Sarmacjach, Azjatyckiej i Europejskiej, i o tym, co sie w nich znajduje. Panistwoznaw-
stwo bowiem, wraz z arytmetyka polityczng, doprowadzito do uksztaltowania sie statystyki jako
samodzielnej dyscypliny naukowe;.

W numerze znajda Panstwo takze przeglad najnowszych publikacji GUS, przygotowany przez
Joanne Sadowy.

Zyczymy inspirujacej lektury.

© Gtéwny Urzad Statystyczny
Artykut udostepniony na licencji CC BY-SA 4.0 / Article available under the CC BY-SA 4.0 licence
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Od redakgji / From the Editorial Team Y
FROM THE EDITORIAL TEAM

The September issue of Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician features three scientific
articles.

The publication opens with a paper by Marek Le$niewicz, PhD, DSc, Professor at the Military
Communications Institute - National Research Institute, entitled A proposal for a new method of
testing random sequences. The author notes that due to the fact that the US National Institute of
Standards and Technology withdrew in 2022 the recommendations for a test suite to examine
random sequences, researchers were forced to develop new measurement tools. He presents his own
method which is objective and free from the specific properties and limitations of other well-known
test sets. It is based on the real properties of random sequences with a discrete, uniform probability
distribution. It is a single-parameter method, theoretically independent of the sample size. The result
of verifying only one sample of a random sequence of an appropriate size unambiguously qualifies
or disqualifies it as a sequence of random variables with default reference properties and
probabilistic parameters. The method was developed as a tool to support the design of a 1Gbit/s
quantum microwave generator constructed at the Military Communications Institute. The
usefulness of the presented approach is evidenced by the fact that it was applied in the statutory
certification process of a simpler generator with a capacity of 10Mbit/s, carried out with positive
results by the Military Counterintelligence Service.

In the article by Kamila Trzcifiska, PhD, and Malgorzata Cwiek, PhD, titled Comparison of three-
parameter models of income distribution in selected European countries, the authors compare selected
three-parameter models of income distribution, namely the Singh-Maddala, Dagum and Zenga
models in terms of their goodness-of-fit to empirical data. They use data for 2016 from the European
Quality of Life Survey for six European countries representing economies of different sizes and levels
of development. The analysis is carried out for both the whole country and separately for the
residents of cities, small- and medium-sized towns and rural areas. They use the distribution
similarity coefficient and the Mortara index to compare the estimated distributions. They also
examine the deviations of descriptive statistics based on theoretical distributions from the empirical
values. They conclude that the Zenga model proved the best fit to the empirical data, but the
descriptive characteristics of income distribution estimated on the basis of the Dagum distribution
showed a significantly lower amplitude of deviations. The authors point out, however, that even a
very high goodness of fit to empirical data does not guarantee that the theoretical descriptive
characteristics of the distribution will have the same values as the empirical characteristics.

Czestaw Domanski, PhD, DSc, ProfTit, Alina Jedrzejczak, PhD, DSc, ProfTit, and Jerzy T.
Kowaleski, PhD, DSc, in their work titled Maciej Miechowita - Polish pioneer of state studies,
introduce the biography and activity of this Polish polymath: a physician, geographer and historian
from the turn of the 15th and 16th centuries. They analyse Miechowita’s works in which elements
of state studies can be found, namely The Chronicle of the Poles and The Treatise on the Two
Sarmatias of Asia and Europe. It is because state studies, together with political arithmetic, led to the
development of statistics as an independent scientific discipline.

This issue also presents an overview of the latest Statistics Poland publications, prepared by
Joanna Sadowy.

We hope you find our publication inspiring.
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Propozycja nowej metody testowania ciggdéw losowych

Marek Lesniewicz®

Streszczenie. W 2022 r. amerykaniski National Institute of Standards and Technology wycofat
swoje rekomendacje dla zestawu testéw do badania losowosci ciggéw (A Statistical Test Suite for
Random and Pseudorandom Number Generators for Cryptographic Applications), co pozbawito $ro-
dowisko badaczy i uzytkownikéw formalnie uznawanego narzedzia weryfikacji tych ciagéw. Ce-
lem artykutu jest przedstawienie propozycji nowej, autorskiej metody testowania ciggéw loso-
wych, obiektywneji wolnej od specyficznych wiasciwosci i ograniczen innych znanych zestawow
testéw. Metoda zostata oparta na rzeczywistych wtasciwosciach ciggéw losowych o dyskretnym,
réownomiernym rozktadzie prawdopodobienstwa i wykorzystuje elementarne parametry tych
ciagoéw opisywane przez probabilistyke, statystyke i teorie informacji. W przeciwienstwie do
dotychczas stosowanych zestawow testéw proponowana metoda jest jednoparametryczna, teo-
retycznie nie zalezy od liczebnosci préby, a wynik weryfikacji zaledwie jednej préby ciagu loso-
wego o odpowiedniej liczebnosci jednoznacznie kwalifikuje badZz dyskwalifikuje go jako
realizacje ciggu zmiennych losowych o domyslinie referencyjnych wtasciwosciach i parametrach
probabilistycznych. Metoda zostata opracowana jako narzedziowe wsparcie projektu kwanto-
wego mikrofalowego generatora ciggéw losowych o wydajnosci 1 Gbit/s, skonstruowanego
w ramach wiasnych prac statutowych w Wojskowym Instytucie tacznosci.

Stowa kluczowe: cigg losowy, rozktad prawdopodobienstwa, test chi-kwadrat
JEL: C12,C13,C15

A proposal for a new method of testing
random sequences

Abstract. The withdrawal of the recommendation for a test suite to the randomness of
sequences by the US National Institute of Standards and Technology in 2022 (A Statistical Test
Suite for Random and Pseudorandom Number Generators for Cryptographic Applications) deprived
researchers and users of this tool of a formally recognised and thus commonly accepted
instrument for verifying such sequences. The aim of this paper is to present the author's novel
method of random sequence testing, which is objective and free from the specific properties and
limitations of other well-known test sets. The method was based on real properties of random
sequences with a discrete uniform probability distribution. It uses the elementary parameters of
these sequences, described by the probability theory, statistics and the information theory. In
contrast to the sets of tests used so far, the proposed method is single-parameter. Theoretically,
it does not depend on the sample size, and the result of the verification of only one test of
a random sequence of an appropriate size unambiguously qualifies or disqualifies it as the
implementation of a sequence of random variables with default reference properties and
probabilistic parameters. The method was developed as a tool to support the project of
a quantum microwave random sequence generator with the capacity of 1 Gbit/s. It was
constructed as part of the statutory work of the Military Communications Institute.

Keywords: random sequence, probability distribution, chi-square test

2 Wojskowy Instytut Lacznosci — Paristwowy Instytut Badawczy, Polska / Military Communications Institute
- National Research Institute, Poland. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-5505-1268.
E-mail: m.lesniewicz@wil.waw.pl.
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1. Wprowadzenie

Ciagi losowe sg obecne w wielu dziedzinach nauki i techniki, np. kryptografii, teleko-
munikacji, cyfrowym przetwarzaniu sygnaléw, technice algorytméw randomizowa-
nych, statystyce, obliczeniach numerycznych czy symulacjach stochastycznych. We
wszystkich tych zastosowaniach powinno si¢ uzywaé ciggéw doskonale losowych
(ang. perfectly random sequences), tzn. bezwarunkowo spelniajacych $cisle okreslone
teoretyczne wymagania probabilistyczne (nie statystyczne), oraz prawdziwie loso-
wych, tzn. charakteryzujacych si¢ nieprzewidywalnoscia (ang. unpredictability) war-
tosci kolejnych elementdw ciggu i niepowtarzalnoscia (ang. unrepeatability) w sensie
prawdopodobienstwa ponownej realizacji, rownego 2™, gdzie m jest liczebnoscia do-
wolnego podciggu w danej prébie ciggu.

Z tych wzgledéw w nauce i technice w zasadzie nie stosuje si¢ juz generowanych
algorytmicznie ciggdw pseudolosowych. W przypadku kryptografii powod jest oczy-
wisty, ujety w $ciste normy prawne, ale nawet w zastosowaniach niewymagajacych
nieprzewidywalnoéci stwierdza sig, ze wyniki np. symulacji stochastycznych sa niedo-
ktadne z powodu niskiej jakoéci statystyk ciggéw generowanych algorytmicznie. Au-
torzy metod generowania ciaggéw pseudolosowych maja tego pelng $wiadomo$é
i przyznaja, ze ,zbudowanie generatora ciagu, ktory przejdzie wszystkie testy staty-
styczne, jest nierealizowalnym marzeniem” (L’Ecuyer, 2012, s. 1). Wynika to z tego,
ze funkcje generujace ciagi zwykle nie s3 intencjonalnie konstruowane zgodnie z zaa-
wansowanymi zasadami algebry i teorii liczb, nie maja dowiedzionych wiasciwosci
i parametrow statystycznych, bywaja natomiast skrajnie upraszczane, co — zwigkszajac
potencjalng szybko$¢ generowania ciagéw — powoduje ich wynikowa degradacje sta-
tystyczng. Z tych powodow duza czesé generatordw liczb losowych w komputerowych
pakietach matematycznych jest oceniana jako nienadajaca si¢ do zastosowan duzej
wagi.

Nie oznacza to, ze wszystkie ciagi pseudolosowe s3 zle - zaawansowane funkcje
kryptograficzne generujg ciggi w zasadzie nieodrdznialne od doskonale losowych
(ang. looks like random)'. Problemem pozostaje jednak niepowtarzalno$¢ w sensie
unikatowos$ci prob uzywanych np. do obliczen numerycznych - jesli wielokrotnie
uzywa sie tych samych préb, to pomimo ich dobrych statystyk wyniki wielu obliczen
bedag dotyczyly jednej realizacji ciggu i w procesie optymalizacji algorytméow obliczen
mogg si¢ do niej dopasowac lub z nig skorelowa¢, a w przypadku innej realizacji moga
by¢ juz inne. Ten sam problem dotyczy losowego wyboru reprezentacji w badaniach
statystycznych i bledu losowania (ang. sampling error), poniewaz ,,w zastosowaniach
wnioskowania statystycznego coraz czgsciej nie zostaje spetnione fundamentalne za-
tozenie o posiadaniu przez badacza proby losowej (probabilistycznej)”, a sama ,,duza

! Jest to pokazane w czesci 8.
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liczebno$¢ proby, ktorej doboru dokonano za pomocg techniki nieprobabilistycznej,
nie moze stanowi¢ alternatywy dla wyboru losowego”, zatem proby ,,powinny by¢ ge-
nerowane przez mechanizm losowy” (Szreder, 2022, s. 1; zob. tez Szreder i Koztowski,
2024).

Mozliwe jest jednak uzyskiwanie prawdziwie losowych i bliskich matematycznej
doskonatosci ciaggdw z generatoréw sprzetowych TRNG (ang. true random number
generator), ktére wytwarzajg intencjonalnie nieprzewidywalne i niepowtarzalne ciagi
o referencyjnych statystykach, wynikajacych z modelowania stochastycznych wtasci-
wosdci 1 parametrdw zjawisk losowych, ktore sg ich Zrédlami. Takie generatory uznaje
sie za wzorcowe zrodla ciggéw doskonale losowych, poniewaz doskonato$¢ wytwarza-
nych przez nie ciggéw wynika nie tyle z testowania, ile z dowiedzionego bezpieczen-
stwa kryptograficznego. Polega ono na analitycznym wykazaniu, Ze w racjonalnym
czasie analizy statystycznej zaden cigg wytwarzany przez generator nie okaze nawet
oznaki nielosowoéci, a poniewaz jego ewentualne usterki techniczne, zgodnie z obec-
nie obowigzujacymi zaleceniami (International Telecommunication Union, 2019), sa
identyfikowane za pomoca mechanizméw autotestowania, to nigdy nie wygeneruje
on ciggu nielosowego. Ow racjonalny czas jest przyjmowany jako dotychczasowy czas
istnienia Wszech$wiata.

Generatory TRNG sa trudne do skonstruowania i kosztowne w produkgji, ale
w przypadku kryptograficznego bezpieczenstwa panstwa nikt nie pyta o problemy
technologiczne i zwigzane z nimi koszty, tylko o to, czy dany generator ma certyfikat
bezpieczenstwa stuzby ochrony panstwa, ktéry formalnie gwarantuje bezwarunkowe
spelnienie wszystkich wymagan matematycznych w okreslonym czasie i dla dowolnej
liczebnosci wygenerowanych ciaggéw w zalozonych, klimatyczno-mechanicznych
i elektromagnetycznych warunkach pracy (Le$niewicz, 2009).

Jednak niezaleznie od tego, czy dany generator otrzymat dowdd bezpieczenstwa
i potwierdzajacy go certyfikat, uzytkownik generowanych przezen ciggéw powinien
mie¢ mozliwo$¢ weryfikacji ich losowosci. Celem niniejszej pracy jest zatem przedsta-
wienie propozycji nowej, autorskiej metody testowania ciggéw losowych, obiektywne;j
i wolnej od specyficznych wlasciwosci i ograniczen dotychczas stosowanych testow
losowosci.

2. Probabilistyczny model ciaggu losowego

Generowanie ciggow losowych sprowadza sie do wytwarzania ciggéw binarnych
o dyskretnym, réwnomiernym rozkladzie prawdopodobienstwa. Nie ma sprzetowych
generatordéw ciggow o innych rozkladach (Jacak i in., 2021), a bardziej zlozone roz-
klady uzyskuje si¢ przez numeryczne przetwarzanie ciggdéw binarnych w ciagi o roz-
ktadzie normalnym i innych (Sulewski, 2019).
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Probabilistyczny model ciggu doskonale losowego o takim rozkladzie wyglada tak.
Dana jest przestrzen zdarzen elementarnych Q = {0, 1} na o-ciele F=22={@ O, {0}, {1}}
i prawdopodobienstwach P(0) = P(1) = 1/2. Modelem ciggu doskonale losowego jest
zatem cigg N-wymiarowych, niezaleznych zmiennych losowych Xj, ..., Xy, okreslonych
na przestrzeni Q = {0, 1}V i przyjmujacych wartoéci ze zbioru {0, 2V - 1} o dyskretnym,
réwnomiernym rozkladzie prawdopodobienstwa P(Xj, ..., Xy) = 1/2N.

Cigg zmiennych losowych nie jest jednak ciggiem losowym w sensie arytmetycznego
ciggu liczb. Tak rozumiany ciag jest realizacjg ciggu zmiennych losowych i jego opis jest
pochodng opisu probabilistycznego, zasadniczo w dziedzinie statystyki matematycznej.
Mozna zatem powiedzie¢, ze probabilistyka opisuje ciag losowy a priori i taki ciag jest
»hiemierzalny”, poniewaz jest opisany prawdopodobienstwami zmiennych losowych
P(X, ..., X) jako miarami przewidywalnoséci. Natomiast arytmetyczny ciag liczb jest re-
alizacjg ciggu losowego a posteriori, tzn. po zapisaniu proby o danej liczebnosci, charak-
teryzujacej si¢ statystykami z proby, po obliczeniu $rednich czestosci realizacji N-wy-
miarowych zmiennych losowych X, ..., X, jako p(Xi, ..., Xn). Wartosci P(Xj, ..., Xn)
i p(Xy, ..., Xn) sa zbiezne, zgodnie z prawami wielkich liczb, ale nigdy nie s3 sobie réwne
(Feller, 2006).

Chcac zatem skonstruowaé generator ciggdw losowych spelniajacych wymagania
probabilistyczne, a nastgpnie mierzy¢ i analizowa¢ wytwarzane przezen ciagi, trzeba
rozdzieli¢ probabilistyke i statystyke, poniewaz wlasciwosci i parametry tych ciggow
a priori i a posteriori znaczaco si¢ rdznia.

Probabilistyczna analiza prawdopodobienstw jest wzglednie prosta w przypadku
liczby wymiaréw zmiennych losowych N = 1 lub co najwyzej N = 2 (dalej w artykule
uzywana bedzie forma ,,zmiennych losowych N-wymiarowych”). W sytuacji kiedy nie-
zbedna jest analiza rozkladéw dla np. N = 16, opisanych 2V = 65 536 r6znymi prawdo-
podobienstwami, staje si¢ ona nie tyle niemozliwa, ile bardzo pracochlonna i Zmudna.
Aby obejs¢ te trudno$é, Shannon (1949) wprowadzit pojecie entropii informacyjnej
ciggu jako globalnej miary jego losowosci?, ktéra sprowadza nawet najbardziej ztozony
N-wymiarowy rozklad zmiennej losowej X, ..., Xy do jednoparametrycznej, wiec prostej
i wygodnej, ale juz nieodwracalnej wartosci

k
1
HXy, o, Xy) = — Nz P(X,) log, P (X)), (1)
i=1

2 Owo wprowadzenie miato charakter heurystyczny i 75 lat temu nikt sie nie spodziewat, ze intuicyjnie
zaproponowana zaleznos¢ stanie sie waznym narzedziem w tak réznych dziedzinach nauki i techniki, jak
teoria uktadéw dynamicznych czy teoria kodowania.
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gdzie P(X;) jest prawdopodobienstwem i-tej zmiennej losowej X, a k = 2N stanowi
liczbe potencjalnych realizacji tej zmiennej, ktorg mozna utozsamia¢ z liczbg stopni
swobody df.

Te dwa podejécia — probabilistyczne i teorioinformacyjne - s3 w zasadzie wystar-
czajace do pelnej analizy losowosci ciaggéw dowolnie wymiarowych zmiennych loso-
wych. Problem zaczyna si¢ jednak w przypadku analizowania ich realizacji, ktdére oka-
zuja si¢ pelne pozornie najdziwniejszych wlasciwosci i parametréw, zwanych blgdze-
niem przypadkowym, cho¢ w pelni opisanych i uzasadnionych matematycznie (Bo-
browski, 2002; Feller, 2006), a ponadto zweryfikowanych pomiarowo (Le$niewicz,
2009).

Wykr. 1. Zjawisko btadzenia przypadkowego - cigg rzutéw moneta

miara prowadzenia = n(2a n)-12

40

30
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10

0 1 1 1 | 1 : n
2000 4000 6000 8000 10 000

Zrodto: Feller (20086).

Najwiecej trudnosci przysparza odpowiedz na najprostsze pytanie: czy w ciagu
n-elementowym, stanowigcym realizacje ciggu niezaleznych zmiennych losowych
o prawdopodobienstwie P(X) = 1/2, wystepuje rownowaga elementéw, umownie na-
zywanych {0} i {1}? W praktyce - a teoria w pelni to uzasadnia - taka réwnowaga
wystepuje bardzo rzadko, czego przykltadem mogg by¢ wyniki rzutu moneta, zilustro-
wane na wykr. 1. Wielu matematykéw rzucalo nig nawet kilkadziesiat tysiecy razy
i przekonalo sig, ze teoria méwi prawde — co Feller (2006), juz po 10 000 takich
osobistych do$wiadczen, skomentowal nastepujaco: ,niewielu ludzi uwierzy, ze ucz-
ciwa moneta moze da¢ niedorzeczny cigg, w ktérym zmiana prowadzenia nie na-
stapi w ciagu milionéw kolejnych doswiadczen, jest to jednak zjawisko raczej po-
wszechne dla dobrych monet” (s. 87). ,Dobrych monet”, czyli zmiennych losowych
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o prawdopodobienstwach ,orta” i ,,reszki” réwnych P(O) = P(R) = 1/2. Ten przykiad
pokazuje, ze ciagi losowe nie lubig stanu réwnowagi i zwykle w dtuzszych przedziatach
utrzymuja prowadzenie po jednej ze stron. Jesli jednak moneta jest ,dobra”, to ciag
wraca do stanu réwnowagi, by jednak szybko go opusci¢ i dalej bladzi¢ przypadkowo,
zwykle juz po drugiej stronie realizacji zmiennej losowej, co zgodnie z prawami wiel-
kich liczb sprowadza statystyki z proby p(X) do wartosci definicyjnego prawdopodo-
bienistwa P(X) = 1/2. Zjawisko to jest $cisle opisane wieloma wzajemnie dopelniaja-
cymi si¢ zalezno$ciami probabilistycznymi, m.in. prawami arcusa sinusa czy prawami
iterowanego logarytmu (Feller, 2006).

Powyiszy przyklad - ktory dotyczy kazdego generatora i wytwarzanych przezen
ciggoéw losowych - wskazuje, ze prawdopodobienstwa P(Xj, ..., Xn) = 1/2Y odpowia-
dajg $rednim czestosciom realizacji N-wymiarowych zmiennych losowych X, ..., X,
jako p(Xi, ..., Xn), ale dopiero dla ciggdw o bardzo duzej liczebnosci, zgodnie z pra-
wami wielkich liczb. W zwigzku z tym matematycznie nie ma sensu pytanie, czym jest
sliczba losowa” i czy np. liczba 0110 1000 0011 1000 1101 1001 0001g = 109 284 753p
jest czy nie jest losowa. Zasadne i weryfikowalne jest natomiast pytanie w sensie hipo-
tezy, czy konkretna realizacja ciggu losowego o liczebnosci co najmniej 1 000 000 ele-
mentdéw moze by¢ realizacjag doskonale losowego ciggu N-wymiarowych zmiennych
losowych o P(Xj, ..., Xn) = 1/2N.

Wrynika z tego, Ze nie ma réwniez sensu badanie préby ciggu n = 100 elementdw,
zawierajgcego np. kolejnych m = 20 elementéw o wartosci {0} lub {1}, i arbitralne
stwierdzenie, Ze z tego powodu jest on nielosowy. Jesli ta proba jest podciagiem ciaggu
doskonale losowego o liczebnoéci 1 GB, tzn. liczacego n = 8 x 2% = 8 589 934 592 ele-
menty, to w takiej probie z natury rzeczy zdarzajg si¢ realizacje o m = 20 kolejnych
elementach o wartoséciach {0} lub {1}, poniewaz prawdopodobienstwo ich wystapienia
wynosi P = 2" =270 = 1/1 048 576. Jak zatem latwo obliczy¢, w prébie ciagu o takiej
liczebnosci wystepuje ich $rednio po n x 27 = 8192, typowo od 8000 do 8400, wiec
nie tylko moga, ale musza wystepowa¢ w takim wtasnie przedziale; w przeciwnym wy-
padku na pewno nie jest to proba ciggu doskonale losowego. Mdwigc obrazowo — im
proba ciagu bedzie liczebniejsza, tym wigksze prawdopodobienstwo, ze znajda si¢
w niej prawie wszystkie potencjalne realizacje zmiennych losowych o dowolnie du-
zych wymiarach N, a w probie ciagu doskonale losowego o liczebnoséci 1 GB mozna
spodziewa¢ sie incydentalnie nawet 32-elementowych podciggdw o wartosciach {0}
lub {1}.

Whiosek z tej analizy jest taki, Ze badanie losowosci ciggu ma sens tylko dla prob o
duzej, najlepiej mozliwie najwigkszej technicznie liczebnosci i dla zmiennych loso-
wych o jak najwiekszych wymiarach N. ZalozZenie to stoi w sprzecznosci z zatozeniami
wykorzystania dotychczas stosowanych testow, takich jak testy National Institute of
Standards and Technology (NIST; Rukhiniin., 2010), przewidujgcych badania ciggow
o liczebnosci rzgdu n = 100 czy nawet 10 000 element6éw, a ponadto dla zmiennych
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losowych o malej liczbie wymiaréw N. Losowos¢ tak mato liczebnych prob jest niewe-
ryfikowalna, zakres badan nieadekwatny do potencjalnych nielosowosci, a powtarza-
nie badan na podobnie matlo liczebnych prébach moze tylko wprowadzaé¢ w blad
z powodu niepowtarzalnosci wynikéw pomiardw.

3. Rzeczywisty ciag losowy

Jak juz wspomniano, przyklad uczciwej monety mogacej da¢ niedorzeczny ciag,
w ktorym zmiana prowadzenia nie nastapi w ciggu milionéw kolejnych doswiadczen,
zostal dokladnie opisany analitycznie wieloma zalezno$ciami probabilistycznymi.
W dalszej czgéci artykutu wykorzystane sg jednak tylko te zaleznosci, ktore dotycza
ciaggdw doskonale losowych i znajduja zastosowanie w proponowanej tutaj metodzie.

Suma doskonale losowego ciggu N-wymiarowych zmiennych losowych Xj, ..., Xy jest
w pelni opisywana liczebnoscig elementéw #, prawdopodobienstwami P(Xj, ..., Xn) =
= 1/2" oraz unormowang wartoécig oczekiwang E(Xj, ..., Xy) = 1/2V i unormowang wa-
riancjg V(Xi, ..., Xn) = [ P(X3, oo Xn) (1 - P(Xq, o, XW)) IN/n=1/2Y(1 - 1/2Y) N/ n,
gdzie n / N stanowi liczebnos¢ realizacji zmiennych losowych N-wymiarowych.

Wariancja V(X, ..., Xn), mimo ze malejgca w funkgji liczebnosci n, nigdy nie osiaga
warto$ci zerowej, a jej zmniejszanie si¢ jest relatywnie wolne — w relacji 1/n. Z tak
rozumianej wariancji mozna wyprowadzi¢ zalezno$¢ na odchylenie standardowe
o(Xi, ..., Xn) = V(Xy, ..., Xn)"%, ale nie ma ono intuicyjnej ilosciowej interpretacji licz-
bowej. Taka ilosciowa — w sensie pomiarowym - interpretacje ma natomiast modut
$redniego odchylenia od wartosci oczekiwanej E(Xj, ..., Xn) = P(Xy, ..., Xn) = 1/2%,
rowny dla dowolnej N-wymiarowej zmiennej losowej (Le$niewicz, 2009):

niN 1
2N

2 (1— 1/2N) N @
E\/;V(Xl,...,XN) =J—.

N

n
a(Xl, ...,XN)jr= | n

_E(Xl, ’XN)‘ =

2N-1an

gdzie n; stanowi liczbe realizacji kazdej ze zmiennych losowych X, ..., Xx.

Znak =wynika z przyblizenia Stirlinga dla pewnych zaleznosci kombinatorycznych,
wigc zaleznos¢ jest doktadna dla duzych n. Odchylenie standardowe i modut $red-
niego odchylenia wigze relacja o( X, ..., Xn) = (1/2)"? a(Xj, ..., Xn). Wszystkie te od-
chylenia majg zrodta nie w potencjalnej nielosowosci ciagu, lecz w naturalnym wpty-
wie niezerowej wariancji ciggu o skoficzonej liczebnoéci i podobnie jak wariancji nie
mozna ich zmniejsza¢ w zaden inny sposéb niz poprzez zwigkszenie liczebnosci .

W praktyce te odchylenia majg bardzo stabilny charakter — w zasadzie nigdy nie sg
zerowe, a ich wartoéci w kazdej odpowiednio liczebnej probie sa bliskie zalezno$ci
teoretycznej, co dos$¢ czytelnie ilustruje wykr. 1. Mozna tez zauwazy¢, ze zbiezno$¢
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tych wartosci zalezy od wymiaru zmiennej losowej N i przyktadowo dla N = 1 zawie-
raja si¢ one zwykle w przedziale (-50%, +50%) wartosci teoretycznej, ale dla N = 16 -
w znacznie wezszym przedziale (-2%, +2%). Ta pozornie dziwna wlasciwo$¢ ma wy-
ja$nienie analityczne - prawdopodobienstwo rownowagi, rozumianej jako prawdo-
podobienstwo wystapienia w n-elementowej probie dokladnie 27V n/N realizacji do-
wolnej N-wymiarowej zmiennej losowej, dane jest zaleznoscig (Bobrowski, 2002; Le-

’ 2N-1 N
PR(TI,N)— m, (3)

z ktérej wynika, ze prawdopodobienstwo takiej rownowagi jest znacznie wigksze

$niewicz, 2009):

dla zmiennych losowych o wiekszych wymiarach i np. dla proby o liczebnosci
n =1 048 576 elementéw Pr(n, N = 16) = 0,4, a Pr(n, N = 1) = 0,0024. Z poréwnania
tych prawdopodobienstw nie wynikaja jednak wartosci powyzszych przedzialow i taka
interpretacja ma charakter tylko jako$ciowy.

Wiyniki analiz warto$ci tego rodzaju odchylen, zwlaszcza w przypadku wielowy-
miarowych zmiennych losowych, s3 niestety mato czytelne. Po prostu jesli N jest duze,
to niewiele méwi stwierdzenie, ze w danej probie wszystkie z 2N wartoéci o(Xj, ..., Xn)
czy (X, ..., Xn)s sa dla kazdej zmiennej losowej Xj, ..., Xy nawet bardzo zblizone.

Okazuje sie, ze zaleznosci te przekladaja sie rowniez na entropi¢ informacyjna
Shannona, ktéra po uwzglednieniu wariancji V(X,, ..., Xn) w funkgji liczebnosci
n przyjmuje dla ciggu doskonale losowego posta¢ zilustrowang na wykr. 2, dang jako
entropia oczekiwana (Le$niewicz, 2009):

2N
2In(2)n’

Hp(Xy, -, Xnln) = =3 21, (uN/m)loga(nyN /n) = 1 @

gdzie n; stanowi liczbe realizacji kazdej ze zmiennych losowych X, ..., Xx.

Zalezno$¢ i wykres mozna interpretowaé nastepujaco. Dla doskonale losowego
ciggu N-wymiarowych zmiennych losowych Xj, ..., Xy 0 P(Xj, ..., Xn) = 1/2N defini-
cyjna entropia ma warto$¢ H(X, ..., Xn) = 1, ale oczekiwana entropia préby n-elemen-
towej Hg(Xi, ..., Xy | n) ma charakter asymptotyczny i nie osigga tej wartoéci nawet
w przypadku prob o bardzo duzej liczebnosci. Zrédlo zjawiska jest to samo - nie jest
to wynik potencjalnej nielosowosci, tylko naturalny wptyw niezerowej wariancji ciagu
o skonczonej liczebnosci n. Patrzac na to z punktu widzenia teorii uktadéw dynamicz-
nych, ograniczonej liczebnie prébie ciagu mozna przypisa¢ niepelne wymieszanie
przestrzeni fazowej w sensie niezawierania si¢ w niej wszystkich potencjalnych
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realizacji zmiennych losowych o dowolnie duzych wymiarach N, co réwniez w tej teo-

rii skutkuje niepelng entropia.

Wykr. 2. Zjawisko asymptotycznego wzrostu entropii oczekiwanej w funkgji liczebnosci proby
HelX;, Xy )
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Zrédio: Lesniewicz (2009).

W praktyce - z powodu wplywu tego zjawiska — entropia oczekiwana i jej pomiary sg
malo uzyteczne w przypadku analiz realizacji wielowymiarowych zmiennych losowych,
nawet juz dla N = 8. Wynika to z dwdch przyczyn: po pierwsze, dla n-elementowej proby
ciagu liczba realizacji N-wymiarowych zmiennych losowych wynosi juz tylko #n/N, a po
drugie (wlasciwie przede wszystkim) liczba potencjalnych realizacji (stopni swobody)
zmiennych N-wymiarowych wynosi k = 2V, co powoduje, ze liczebno$¢ realizacji dla
kazdej zmiennej wynosi $rednio n; = 2N n/N. Przykladowo przy prébie o liczebnosci
n =1048 576 elementéw (1 Mbit) dla N = 1 liczebno$¢ zer i jedynek wynosi $rednio po
n; = 524 288 elementow, ale juz dla N = 8 na jedng zmienng X, ..., Xs przypada srednio
tylko n; = 512 realizacji. W rezultacie zbiezno$¢ entropii jest znacznie wolniejsza i wy-
magane s3 proby o bardzo duzej liczebnosci. Ze wzoru (4) i wykr. 2 widag, ze dla
tego samego poziomu zbieznoéci entropii dla N = 8 w poréwnaniu z N = 1 potrzebna
bylaby proba o 256 razy wiekszej liczebnosci, a wiec w powyzszym przykladzie
n =268 435 456 elementdw (256 Mbit). Dla N = 16 bylaby to juz prdba o liczebnosci
azn = 68719 476 736 elementdéw (64 Gbit).

Trudno tez stwierdzi¢, przy jakiej wartosci zmierzonej entropii Hp(Xj, ..., Xy | 1)
proby o danej liczebnoséci n mozna taka probe zakwalifikowaé jako realizacje ciggu

losowego, poniewaz w praktyce pomiarowej zadna proba ciggu nawet doskonale
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losowego nie osigga wartosci Hp(X), ..., Xn | n) = 1, jako ze teoretycznie nie osigga jej
przeciez réwniez entropia oczekiwana Hg(Xj, ..., Xy | n).

Z powyzszych wzgledow entropia informacyjna Shannona jest doskonalym narze-
dziem analitycznym i interpretacyjnym, pozwalajagcym na okreslanie granicznych
wartoéci liczebnoséci elementdéw, przy ktérych entropia oczekiwana osigga wartosci
dowolnie bliskie lim, 0 He(X1, ..., Xy | 7) = 1. Nie ma to jednak przelozenia na prak-
tyke pomiarows, poniewaz przy przeprowadzaniu dowodu bezpieczenstwa krypto-
graficznego, w ktérym zaklada sie¢ racjonalny czas analizy statystycznej, liczony
w czasie istnienia Wszeché$wiata, juz w przypadku N = 2 otrzymuje sie wartosci bliskie
He(X1, Xz | n) = 1 - 107, ale dla zupelnie niefizycznych liczebnosci rzedu n = 107; dla
wymiaréw N > 2 s3 one odpowiednio wigksze (Lesniewicz, 2009).

4. Zalozenia konstrukcji obiektywnego testu ciaqgow doskonale
losowych

Testy do weryfikacji losowosci ciagdw, intencjonalnie doskonale losowych, budza
liczne zastrzezenia. Skoro cigg doskonale losowy ma tak prosty model probabili-
styczny i teorioinformacyjny, to dlaczego istniejace testy de facto z niego nie korzy-
stajg, a zamiast tego uzywaja mechanizmoéw weryfikacji dziesigtek arbitralnie sprepa-
rowanych, specyficznych cech, ktérych cigg doskonale losowy nie ma, poniewaz mie¢
nie powinien, wiec oczekiwanie takiej cechy i jej niewykrycie moze stanowi¢ o odrzu-
ceniu hipotezy, Ze ciag jest doskonale losowy, kiedy w rzeczywistosci taki jest.

Czes¢ tych mechanizméw jest ewidentnie ukierunkowana na wykrywanie cech nie-
losowosci wlasciwych okreslonej klasie ciaggéw pseudolosowych (L’Ecuyer i Simard,
2013); tymczasem dana cecha nielosowos$ci moze nie wystepowa¢ w innej klasie cia-
gow pseudolosowych i dany mechanizm jest wowczas nieuzyteczny — na pewno
w przypadku ciggu doskonale losowego. Dowodem powyzszego sa opisy generatorow
ciggow (Jacak i in., 2021), ktére spelniajg wymagania jednego zestawu testow, ale nie
spelniaja wymagan innych zestawow, co $wiadczy o specyficznych cechach takich cig-
gow, akceptowanych przez jeden zestaw i nieakceptowanych przez inny, a w konse-
kwencji zle $wiadczy zaréwno o testach (daja si¢ oszukaé), jak i o samych ciggach
(maja one cechy spreparowane pod specyficzne wymagania danego testu). Cigg do-
skonale losowy w kazdej probie powinien spetnia¢ kazdy test, oczywiscie poprawnie
skonstruowany matematycznie.

Historia rozwoju metod statystycznego testowania ciagdw losowych liczy sobie po-
nad 80 lat. Tymczasem w 2022 r. NIST, uznawany za czotowg instytucje normalizujaca,
nagle po 12 latach wycofat swoje rekomendacje dla zestawu testow do badania losowosci
ciggow (NIST, 2022), pozostawiajac badaczy i uzytkownikow w rozterce, ze w tym czasie
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stosowali niewiarygodne narzedzie matematyczne, a w konsekwencji uzyskane przez

nich wyniki naukowo-techniczne weryfikowane tym narzedziem mogg by¢ falszywe.
Powyzsze watpliwosci prowadzg do nastepujacych wnioskow:

1. Obiektywny test ciggu doskonale losowego musi opiera¢ si¢ na modelach probabi-
listycznym i teorioinformacyjnym (opisanych w cz¢sciach 3 i 4).

2. Wynik takiego testu powinien by¢ binarny — prdéba ciggu bezwarunkowo spelnia
wymagania testu i ciag jest kwalifikowany jako losowy lub nie spelnia wymagan
testu i cigg jest kwalifikowany jako nielosowy.

3. Ciagi pseudolosowe nie s3 ciggami losowymi, tylko deterministycznymi, powinny
by¢ zatem zrédlowo konstruowane zgodnie z prawami algebry i teorii liczb oraz
mie¢ a priori dowiedzione referencyjne wlasciwosci i parametry statystyczne wyni-
kajace z zastosowania odpowiednich funkcji algebraicznych, ktére a posteriori
moze i powinien sprawdzi¢ na etapie konstrukeji ciggu jego tworca. Uzytkownik
takiego ciggu nie powinien juz ich testowad, poniewaz kazda préba ciggu powinna
mie¢ wzmiankowane referencyjne wlasciwosci i parametry statystyczne. Krypto-
graficznymi przykladami generatordw ciggéw pseudolosowych sg funkcja sponge,
jak réwniez wczedniejsze konstrukcje szyfrow typu DES i AES czy funkcja skrétu
SHA-3.

4. Ciagi prawdziwie i doskonale losowe s3 domeng generatoréw sprzetowych, wiec
testy powinny by¢ ukierunkowane na wykrywanie cech nielosowosci wlasciwych
ciggom wytwarzanym przez te generatory, z uwzglednieniem tego, ze w praktyce:

® 90% bledow nielosowosci wynika z niezréwnowazenia zmiennych losowych o wy-
miarze N = 1, czyli statystyk {0} i {1}, zatem nieréwnowagi P(0) # P(1) # 1/2, i cho¢
sg to zazwyczaj minimalne réznice, to wplywaja one na niezréwnowazenia wszyst-
kich wyzszych zmiennych losowych o wymiarze N > 2;

® 5% bledoéw nielosowos$ci wynika z niezréwnowazenia zmiennych losowych o wy-
miarze N = 2, czyli statystyk par {0, 0}, {0, 1}, {1, 0} i {1, 1}, zatem nieréwnowagi
P(0,0) = P(0,1) # P(1,0) # P(1,1) # 1/4, co wynika z inercyjnych wlasciwosci zrodet
losowosci, np. szumoéw elektrycznych, i przekltada si¢ na korelacje migdzyelemen-
towe oraz klasyczna, Markowowska zalezno$¢ 1. rzedu, tzn. P(Xy | Xy, ..., Xn1) =

=P(Xy | Xn-) #1/24

® 5% bledow nielosowosci wynika z przypadkowych wlasciwosci i parametréw elektro-
nicznych ukladéw przetwarzajacych sygnaly losowe. Wynikowo powoduje to poja-
wianie sie niezréwnowazonych zmiennych losowych o znaczaco wigkszych wymia-
rach N > 8, co powoduje, ze np. statystyki {1} i {0}, a nawet pary {0, 0}, {0, 1}, {1, O}
i{1, 1} moga by¢ referencyjne, ale pojawiaja si¢ niezrbwnowazenia w sensie np. nie-
znacznego nadmiaru jednych i niedomiaru innych realizacji o wymiarze N = 16, jesli
dany uktfad przetwarzajacy pracuje w arytmetyce 16-bitowej;

e analizy wielowymiarowych zmiennych losowych sg pracochlonne i Zzmudne, wyniki
malo czytelne, a stosowalnos$¢ entropii informacyjnej Shannona jest ograniczona
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wplywem niezerowej wariancji ciggéw losowych, majacej zrodto w ograniczonej
liczebnosci badanych préb ciggdw.

5. Test zgodnosci chi-kwadrat dla ciagu doskonale losowego

Trudno byloby przeceni¢ uzytecznos¢ testu zgodnosci > w weryfikacji hipotez staty-
stycznych, ktére dotycza zjawisk polegajacych na poréwnywaniu czestosci zdarzen
doswiadczalnych ze spodziewanymi czy zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi.

Zastosowanie statystyki testu y* do poréwnywania czestoéci zdarzen do§wiadczal-
nych ze spodziewanymi, zdefiniowanej przez Pearsona jako

k
ZZ Z (nl_npz) =n Z (ni/n_pi)z, (5)
i=1 pi

odpowiada weryfikacji hipotezy, ze badana préba ciggu o liczebnosci n elementow,
k = 2N stopniach swobody i nieznanym rozkladzie jest proba doskonale losowego ciagu
o dyskretnym rozktadzie réwnomiernym i prawdopodobienstwach zmiennych loso-
wych pi = P(X, ..., Xn) = 1/2N.

Bezposrednie zastosowanie takiej statystyki jest mozliwe, nie wykorzystuje ono jed-
nak pewnych ukrytych zaleznosci wlasciwych ciggom doskonale losowym, ktdre spe-
cyficznie i znaczaco zmieniajg wladciwosci i parametry uniwersalnej, definicyjnej sta-
tystyki testu .

Latwo zauwazy¢, ze warto$¢ w liczniku drugiej wersji zaleznosci, czyli statystyczna wa-
riancja (n; / n - p;)%, odpowiada probabilistycznej wariancji V(X;) = P(X;) (1 - P(X3)) / n,
ktéra dla doskonale losowego ciggu N-wymiarowych zmiennych losowych dane jest
jako V(X;) = 1/2¥ (1 - 1/2M) N/ n = (n; / n/N - 1/2V)2. Warto$¢ w mianowniku to oczy-
wiscie 1/2V, a stad

(1) 1/2N(1-1/2N)Nn/
—n/NZ ol /NZ (1/2N) n (6)

ktéra po prostych przeksztatceniach i zsumowaniu wszystkich k = 2V skladnikow
sumy przyjmuje dla kazdej N-wymiarowej zmiennej losowej wlasciwg jej jednowarto-
$ciowgq postaé, niezalezng od liczebnoéci préby n:

PN =2N1-1/2M)=2V-1=df(N) -1, (7)

czyli wartoé¢ stopnia swobody df (N) pomniejszong o 1.
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Sa to statystyki testu y* wlasciwe ciggom doskonale losowym, a ich wartos$ci nie s3
funkecja potencjalnej nielosowosci, ale naturalnego wptywu niezerowych wariancji dla
wszystkich potencjalnych realizacji zmiennej losowej Xi, ..., Xy. Scisle méwigc, whasci-
woé¢ ta charakteryzuje nie tylko ciagi doskonale losowe, lecz takze wszystkie ciagi lo-
sowe, majace wariancje w postaciach dajgcych sie uprosci¢ wzgledem prawdopodo-
bienstw zgodnie z zaleznoscig (6).

Statystyki te mozna opisa¢ nastepujaco:

1. Gdyby kazda préba badanego ciagu byta proba ciagu doskonale losowego i dla kaz-
dej N-wymiarowej zmiennej losowej wystepowaloby n; = n / N 1/2V realizacji, to
Z*(N) = 0. Jednak tak nigdy nie jest i proba ciaggu o y*(N) = 0 na pewno nie jest
realizacja ciggu losowego.

2. Zadna realizacja badanego ciggu doskonale losowego nie moze mie¢ zatem wartosci
statystyki y*(N) << 2V - 1.

3. Wariancje V(Xi, ..., Xn) majg zawsze niezerowe, powtarzalne i stabilne wartosci,
dlatego warto$¢ y*(N). = 2V - 1 stanowi najmniejsza warto$¢ statystyki, wlasciwa
jednak tylko ciggowi losowemu, w rozwazanym przypadku opisanemu prawdopo-
dobiefAstwami P(Xj, ..., Xy) = 1/2N.

4. Zadna realizacja ciggu o wartosci statystyki 7*(N) >> 2V - 1 nie moze by¢ zatem
realizacjg ciagu doskonale losowego.

5. Model testu spelnia zalozenia testu zgodnosci 42, wlacznie z tym, ze dla odpowied-
nio liczebnych préb rozktady wszystkich N-wymiarowych zmiennych losowych sg
normalne.

6. Poréwnywanie statystyk dla réznych wymiaréw N zmiennej losowej moze by¢ mato
czytelne, poniewaz dla wigkszych wymiaréw N przyjmuja one znacznie wigksze war-
tosci, wiec wskazana jest ich normalizacja wzgledem wartoéci df (N) - 1 =2V - 11 za-
stosowanie zredukowanej statystyki testu 2, tzn.

2N-1
df(N)-1

XN N = 1, (8)

gdzie warto$¢ y*(N)wx = 1 stanowi ponadto jej wartos¢ oczekiwana E(N).

W tabl. 1 zamieszczono oczekiwane wartosci statystyk obliczone dla réznych wymia-
réw N. Dla poréwnania w ostatniej kolumnie zamieszczono wartosci zredukowanych
standardowych statystyk *(N)x dla typowo przyjmowanych pozioméw istotnosci (od
0,05 do 0,001). Jak widag, statystyki 7*(N)wx dla ciaggéw doskonale losowych majg wy-

raznie mniejsze warto$ci w poréwnaniu ze statystykami y*(N)x w standardowej postaci.
Latwo jednak dostrzec, ze — zwlaszcza dla zmiennych losowych o duzych wymiarach N
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— statystyki y*(N) w wersji zredukowanej tez wyraznie daza do wartosci y*(N)n = 1°.
Korzystajac od razu z tej zaleznosci, mozna zauwazy¢, ze standardowe statystyki y*(N)x
dla réznych poziomdw istotnosci operuja przedziatami o warto$ciach tylko dodatnich
i wyraznie szerszych od ow - z natury rzeczy tym szerszych, im poziom istotnosci jest
mniejszy. Statystyka y*(N)in reprezentuje wiec najwyzszy poziom losowosci w sensie
najnizszej granicznej wartosci statystyki *(N)x. Nie zmienia to istoty testu 42 a tylko
stawia wyzsze wymagania jego statystyce, ktore moze spelni¢ ciag doskonale losowy.

Tabl. 1. Statystyki »? dla N-wymiarowych zmiennych losowych

N Llc;?;;ct)zsm Statystyka y2(N). Standardowa statystyka y2(N)n = 2/ (df (N) - 1)
k=N =2N-1 dla pozioméw istotnosci od 0,05 do 0,0012
| - 2 1 4+10/1=4+10=1+3,0+9,00 on=1
2 ... 4 3 8+16/3=2,67+533=1+2,4+6,10 on-2
3. 8 7 14+24 /7 =2,00+3,43 =1+ 2,0+4,86 on-3
4 .. 16 15 25+38/15=1,67+2,53=1+1,9+4,32 on=4
5. 32 31 45+61/31=1,45+197=1+1,8+3,88 on-5
6 ... 64 63 83+103/63=1,32+1,63=1+1,8+3,56 on-=6
7 . 128 127 154+182/127=1,21+1,43=1+1,7+3,44 on=-7
8 .. 256 255 293+330/255=1,15+1,29=1+1,7+3,28 on-8
9 ... 512 511 565+613/511=1,11+1,20=1+1,7+3,21 on =9
10 ..... 1024 1023 1100+1170/1023=1,075+1,14=1+1,7+3,18 on=10

a Ostatni wyraz to 1 + przedziat x ov =1 + przedziat x 2-V-172,
Uwaga. Statystyka y2(N)wv= 1.
Zrédto: opracowanie wiasne.

Pomiarowa statystyka y*(n, N)p proby ciggu doskonale losowego o liczebnosci
n dana jest jako

2N n

ANy =22 3" (N /n-1/2"), ©)

gdzie n; stanowi liczbe realizacji kazdej z k = 2~ zmiennych losowych Xj, ..., Xn.
Taka postaé statystyki ma trzy oczywiste zalety:

o statystyka y*(n, N)p zachowuje wszystkie wlasciwosci i parametry definicyjnej sta-
tystyki y2(N);

e wyniki dla kazdej z N-wymiarowych zmiennych losowych sa weryfikowane pod
wzgledem zgodnosci z jedng znormalizowang wartoscig ()i~ = 1, co bardzo uta-
twia analizy poréwnawcze;

3 W czesci 6 wyznaczane sa wariancja i odchylenie standardowe tego rozktadu dla zmiennych losowych
o dowolnym wymiarze N w postaci oy = 2-"-172,
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o wszystkie skladniki sumy sa dodatnie, wigc statystyka jest rosngca i nie wykazuje
wlasciwosci wzajemnego kompensowania sie realizacji czesciej i rzadziej wystepu-
jacych. Oznacza to, ze dla ciagu, ktorego statystyki bylyby zmienne w funkeji liczeb-
nosci n lub wymiaru N, statystyka bedzie zbierala i sumowata wszystkie odchylenia
i na koncu okaze je jako zbiorczy parametr nielosowosci.

Warto jeszcze rozwazyé, jakie liczebnosci prob ciggéw powinny by¢ uzywane, aby
statystyka byla wiarygodna, tzn. zbiezna. W tabl. 2 zamieszczono obliczone liczebno-
$ci dla wigkszych wymiaréw N, poniewaz to wlasnie one wymagaja znacznie liczeb-
niejszych prob. Przyjeto nastepujaca konwencje wartosci: 1000 MB = 1 GB =
=1000 x 8 x 1 048 576 elementdw.

Tabl. 2. Liczebnos¢ prob niezbedna do spetnienia wymagan statystyki »*(n, N)»

) o ni>30 n;>100 ‘ Ani/ni<1/8 ‘ Ani/ni<1/16
N 2N = liczba przedziatéw
w MB
| [T 65536 3,93 13,1 5,34 21,4
L J— 262 144 17,7 59 24 96
20 i 1048 576 78,6 262 107 428
22 i 4194 304 345 1150 470 1880
24 i 16777 216 1510 5030 2050 8200
67 108 864 6 540 21800 8890 35600
268 435 456 28 200 94 000 38300 153 000
1073741824 121 000 403 000 164 000 656 000

Zrédto: opracowanie wiasne.

Obliczono niezbedne liczebnosci dla czterech warunkéw — srednich liczebnosci re-
alizacji n; > 301 n; > 100 oraz liczebnosci zapewniajacych dokladnos¢ kazdej i-tej rea-
lizacji lepsza od An; / n; < 1/8 1 An; / n; < 1/16. Jak si¢ okazuje, dla danego N majg one
zblizone wartoséci. Weryfikacja ich rzeczywistych, tzn. niezbednych, liczebnosci zo-
stala przeprowadzona do$wiadczalnie. Wynika z niej, ze gorng granica badanych wy-
miaréw moze by¢ N = 20, poniewaz generowanie i pomiary préb o liczebnosci wielu
gigabajtow wymagalyby specjalnych generatoréw o wyjatkowo duzych wydajno-
$ciach, a czas obliczen na typowych komputerach bytby dos¢ dtugi®.

6. Test zgodnosci chi-kwadrat dla rzeczywistego ciaggu doskonale
losowego

Przedstawiona w czesci 5 statystyka testu »*(N)wv dla ciaggéw doskonale losowych
moze wydawac sie zbyt prosta i — z pozornie niejasnych powodéw - niezalezna od

4 Te problemy opisano szerzej w czesci 10.
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liczebnosci proby. Te watpliwosci najlepiej wyjasni¢ dzieki doswiadczalnemu wyko-
naniu pomiarowej weryfikacji wyprowadzonych analitycznie teoretycznych wartosci
2 (N)~n. Weryfikacja powinna polegaé na pomiarach statystyk y*(n, N)» dla préb cig-
gow, ktore przy zastosowaniu innych metod zostaly uznane za doskonale losowe, i po-
réwnaniu ich z warto$ciami y*(N)yn.

Wygenerowano 10 préb ciggéw o liczebnosci n = 1000 MB. Obserwowano biezace
wartoéci y*(n, N)p kolejnych podciagdw o liczebnosci 1 MB i wartosci dla sumy tych
podciagdéw. Wyniki u§rednionych pomiaréw w sensie wyznaczenia dla kazdej liczeb-
noéci statystyki testu y?(n, N)p zawiera tabl. 3. W kolumnie ,,rozmiar proby” uwzgled-
niono liczebno$ci sumy podciagéw 1 MB, przy ktorych zauwazono wyrazne zmiany
wartodci statystyki. Statystyki wyznaczono dla realizacji zmiennych losowych o wy-
miarach N=1, 2,4, 8,161 20.

Tabl. 3. Statystyki »%(n, N)» rzeczywistego ciggu doskonale losowego

R°Z”;;1;gf°by AN=1D | 2N=2 | AN=2 | 2N=8s | 2N=16p | 2AN=20p
0+4 0+4 0,6+-1,4 0,8+1,3 0,99+1,01 0,998+-1,002
0+4 0+4 0,7+1,3 0,9+1,1 0,99+1,01 0,999--1,001

<1 <1 0,7+1,3 0,9+1,1| 0,995+1,005 0,999-+-1,001
<1 <1 0,8+1,2 0,95+1,05 | 0,995-1,005 0,999-+-1,001
to=42--N2 . +1,00 +0,71 +0,35 +0,088 +0,0055 +0,00135
+30=43x2-(v-12 +3,00 +2,12 +1,06 +0,265 +0,0166 +0,00405

Zrédto: opracowanie wiasne.

Z pomiardéw wynika, ze:

e dla dowolnej N-wymiarowej zmiennej losowej i dowolnej liczebnosci proby »n wy-
niki obliczen warto$ci statystyki y%(n, N)» s $cisle zbiezne z wyznaczonymi teore-
tycznie warto$ciami statystyki y*(N)in = 1;

o przedzialy zbieznosci statystyk wokol wartosci p*(n, N)ix sg tym mniejsze, im li-
czebniejsza byla badana proba. W praktyce dostatecznie zbiezne wyniki otrzymuje
sie juz dla préb o liczebnoséci 1 MB, a dwukrotne zawezenie przedzialu zbiezno$ci
do stabilnej wartosci dla dowolnego wymiaru N wymaga zwigkszenia liczebnosci
proby do 1 GB, zbiezno$¢ ta jest zatem bardzo wolna. Mozna szacowac, ze dla bar-
dzo duzych liczebnosci rzedu 1 GB przedzialy zbieznosci dla réznych wymiaréw N
dane sg w przyblizeniu jako Ay*(n, N)p / y*(n, N)p ~ 2272

o szeroko$¢ przedzialu zbieznoéci mozna jednak tatwo okresli¢ teoretycznie. y*(N)in
pozostaje statystyka y2(N), ktorej wartos¢ oczekiwana dla ciggu doskonale losowego
E(N) = k = 2N, a wariancja V(N) = ¢ = 2k = 2V*!, dlatego stosunek odchylenia stan-
dardowego do wartosci oczekiwanej oin / E(N)ix = 2-N-D2, Dla E(N)1n = 1 wartos§¢
o~ = 2"V mozna zatem nazwac unormowang wariancjq statystyki y*(N)ux dla cig-
géw doskonale losowych. Przy uwzglednieniu, ze dla duzych wymiaréw N i duzych
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liczebnosci n statystyka y* dazy do rozkltadu normalnego, wskazane bytoby jednak

przyjecie szerokos$ci przedzialow zbieznosci odpowiadajacych kryterium +3 0, za-

wierajacych p > 0,997 wynikéw, i wtedy przedzialy zbieznosci beda dane jako
+301n / E(N)in = +3v2 x 2°M2 = +4,24 x 272, To przyblizenie jest jednak doktadne

tylko dla wymiaréw N > 5, poniewaz dla mniejszych N lewe ogony statystyk y*(N)

nie przypominaja ogonéw rozktadu normalnego. Biorac to pod uwage, nalezy zato-

zy¢ zerowg graniczng wariancje¢ y*(N) dla lewej strony statystyki;

e w przypadku préb o zbyt malej liczebnosci wyniki dla matych wymiaréw zmien-
nych losowych N s3 niezbyt wiarygodne, bo rozproszone, jednak w kazdym przy-
padku wokdt oczekiwanych wartoéci y2(N)ix = 1;

e powyzsze spostrzezenia $cisle koresponduja réwniez z wynikami przedstawionymi
w tabl. 1.

Wryniki pomiardw statystycznych préb ciaggéw doskonale losowych o dowolne;j
liczebnosci n potwierdzaja zatem w pelni poprawno$¢ analiz probabilistycznych, jed-
nak zbiezno$¢ do wartoéci y*(N)in = 1, zwlaszcza dla zmiennych losowych o matych
wymiarach N = 1i 2, nastepuje dopiero w przypadku préb o bardzo duzej liczebnosci,
siegajacej 1 GB. Powyzsze spostrzezenia sg zatem zgodne z kolejnymi, opisanymi
w czesei 3, wlasciwo$ciami ciggdw doskonale losowych — modutem $redniego odchy-
lenia od warto$ci oczekiwanej a(Xi, ..., Xn)« 1 prawdopodobienstwem réwnowagi do-
wolnej N-wymiarowej zmiennej losowej Pr(n, N).

7. Test zgodnosci chi-kwadrat dla rzeczywistego ciaqgu niedoskonale
losowego

Wryniki badan préb ciggéw doskonale losowych w pelni potwierdzily matematyczng
poprawnos¢ i aplikacyjna uzyteczno$¢ w sensie Scistej zbieznosci statystyki y*(n, N)p
do A(N)ix. Interesujgce byloby teraz sprawdzenie, cho¢by dla pokazania zdolnosci
identyfikacji potencjalnych nielosowosci, jaka jest wrazliwo$¢ tej statystyki na poten-
cjalne nielosowosci badanego ciggu.

Najprostszym sposobem, i zarazem najlepiej odzwierciedlajacym sprzetowe uwa-
runkowania generowania ciggdw losowych, jest uzycie ciggu z elementarnego sprze-
towego generatora, ktéry Zrédtowo wytwarza ciagi prawdziwie losowe, ale bardzo da-
lekie od doskonalosci (Le$niewicz, 2009). Wyraza sie to nierdbwnowaga (ang. bias),
opisana jako P(0) = 1/2 — s oraz P(1) = 1 - P(0) = 1/2 + s, gdzie typowa warto$¢
s = 0,005, oraz korelacjami migedzyelementowymi, modelowanymi wlasciwoscig Mar-
kowa 1. rzedu, opisang jako P(Xy | Xn-1) # 1/2, co sprowadza prawdopodobienstwa
par elementow {0} i {1} do warto$ci P(0, 0) =1/4 -s+ 1/4 K, P(0,1) =1/4 - 1/4 K,
P(1,0)=1/4-1/4KiP(1,1) = 1/4 + s + 1/4 K, gdzie K = P(0, 0) + P(1, 1) - P(0, 1) -
- P(1, 0) - (25)? o typowej wartosci K = 0,005. Wartoéci parametréw s i K wynikaja
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z elektrycznych wlasciwosci elementdw, stanowiacych zrédla losowosci, i charaktery-
zujg sie dobrg stabilnoscig w czasie i zmiennych warunkach klimatyczno-mechanicz-
nych, ale sg rézne dla kazdego egzemplarza generatora, a rozrzut ich wartosci siega
zwykle £50%.

Wyznaczenie oczekiwanych wartosci statystyk 42(n, N) dla réznych n i N przy po-
wyzszych zalozeniach jest mozliwe, ale bardzo pracochlonne i - zwlaszcza dla wiek-
szych wymiaréw N - zalezne od relacji wartosci s i K, wiec prostsze jest doswiadczalne
sprawdzenie wrazliwosci statystyki »*(n, N)p na nielosowo$ci badanego ciaggu. Badanie
przeprowadzono na jednej probie ciggu o liczebnosci 1 GB. Zarejestrowano statystyki
dla sum kolejnych podciggéw o liczebnoséci 1 MB. Wybrane wyniki ilustruje tabl. 4.

Tabl. 4. Statystyki »2(n, N)» rzeczywistego ciggu niedoskonale losowego z s = 0,005 i K = 0,005

Rozmiar préby

W MB Z(N=1)p (N=2)p (N=4) (N=8)p | 2N=16)r | 2(N=20)
| PO 1200 750 53 10 1,039 1,0001
10 s 11300 7100 460 85 1,325 1,0070
111 000 70000 4710 830 4,220 1,0680
1160 000 720 000 46 000 8500 34,20 1,6600

Zrédto: opracowanie wiasne.

Z danych zawartych w tabl. 4 wynika oczywisty wniosek, ze statystyka y*(n, N)»
jest niezalezna od liczebnosci proby n tylko dla ciaggéw doskonale losowych, nato-
miast dla niedoskonale losowych wykazuje tym wieksza wrazliwos¢, im badana préba
ciagu jest liczebniejsza. Stanowi to bardzo cenna wiasciwo$¢ pomiarows, poniewaz
gdyby statystyka y?(n, N)p przekraczala nieznacznie, ale zauwazalnie warto$¢
Z*(N)n = 1, mozna byloby dokona¢ badania znacznie liczebniejszej proby. Jesli war-
tos¢ y*(n, N)p odpowiednio wzrostaby, to stanowiloby to dowdd na wystepowanie
ewidentnej nielosowosci.

Pewne watpliwoséci moze budzi¢ progresja wartoéci statystyki y*(n, N)p w zaleznosci
od wymiaru N; dla N =1, 2, 41 8 jest ona w przyblizeniu liniowa w funkgji liczebnosci
proby n, ale dla wigkszych wymiaréw N = 16 i 20 wydaje sie¢, ze wrazliwo$¢ rozpatry-
wanej statystyki jest znacznie mniejsza. Wynika to po pierwsze z tego, ze w badanym
typie nielosowosci, tzn. nieréwnowagi i korelacji miedzyelementowych, sg one -
z natury rzeczy - szybko identyfikowane przez statystyke y*(n, N)p dla N =1 (nierdéw-
nowaga) i N = 2 (korelacje), a dla zmiennych losowych o wigkszych wymiarach N roz-
ktadajg si¢ one rownomiernie w dluzszych realizacjach. Po drugie, nalezy pamigta¢, ze
w przypadku ciggu doskonale losowego rozproszenie wynikéw np. dla y*(n, N = 16)p
iliczebnosci do 100 MB wynosi od 0,99 do 1,01, zatem w przypadku ciggu nielosowego
juz dla 1 MB wida¢ wyrazna, dodatkowa nielosowo$¢, ktdra dla 10 MB rosnie ponad
30-krotnie, a dla 100 MB czy 1 GB przyjmuje nawet wartosci znacznie wigksze od 1.
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W takiej sytuacji nalezy powtorzy¢ badanie dla co najmniej 10-krotnie wiekszej proby
i stwierdzi¢, ze wartosci y*(n, N)p dla N = 1, 2, 4 i 8 wzrosty w przyblizeniu kolejne 10
razy,a dla N= 16120 - wyraznie przekroczyty warto$¢ 1. W catosci taki raport stanowi
o ciggu bardzo dalekim od losowosci doskonalej juz przy prébie o liczebnosci 1 MB.

Aby sprawdzi¢ wrazliwo$¢ testu na znacznie mniejsze nielosowosci, wygenerowano
probe ciggu o nierdéwnowadze s = 0,0002 i korelacjach K = 0,00002. Wybrane wyniki
zawiera tabl. 5.

Tabl. 5. Statystyki z%(n, N)» rzeczywistego ciggu niedoskonale losowego
zs=0,0002i K=0,00002

ROZT\IIa,\f/lgVObY 2N=1)p 2N=2) 2N =4) 2IN=8) | 2AN=16p | 2(N=20)
T e 1,11 0,91 0,96 1,05 1,0025 1,0005
| O O 7,46 2,52 1,55 1,13 1,0040 1,0004
100 s 158,00 53,00 11,10 1,30 1,0090 1,0009
1000 .ooveereerrennennne 1 630,00 540,00 108,00 4,76 1,0260 1,0015

Zrédto: opracowanie wiasne.

Whioski z wynikéw pomiardw sg takie same jak w poprzednim przypadku - ciagi
zostang bezwarunkowo zakwalifikowane jako niedoskonale losowe, ale dopiero dla
prob o liczebnosci powyzej 10 MB. Mozna wspomnie(, ze wiekszo$¢ uzywanych obec-
nie testow zakwalifikowataby taki ciag jako doskonale losowy. Wyplywa z tego wnio-
sek, ze badanie zbyt malych préb ciagéw uniemozliwia wykrycie potencjalnych nielo-
sowosci. Mozna jednak zauwazy¢, ze aplikacyjne uzycie préby ciggu o liczebnosci
uniemozliwiajacej wykrycie takich nielosowosci mozna byloby uzna¢ za dopusz-
czalne, jesli byloby jednorazowe. Taki kompromis jest jednak nie do przyjecia w przy-
padku kolejnych prob, co wyraznie pokazujg kolejne wiersze tabl. 5.

Aby oceni¢ graniczne mozliwosci testu, warto sprawdzi¢ jego wrazliwos¢ przy
jeszcze mniejszych nielosowosciach — nieréwnowadze s = 0,00001 i korelacjach
K =0,000007. Wyniki przedstawiono w tabl. 6.

Tabl. 6. Statystyki z2(n, N)» rzeczywistego ciggu niedoskonale losowego
zs=0,00001 i K=0,000007

RozmiarPIObY | Jan=1) | 2N=2p | 7N=2% | 2N=8% | 2N=16) | 2N=20)

T oeeeererenenens 0,57 0,31 0,94 1,070 1,0092 1,0016
0,15 0,73 1,03 0,960 1,0071 1,0021

0,83 0,35 1,08 0,940 0,9989 0,9989

1,35 0,88 1,09 0,960 1,0008 1,0008

7,91 278 113 1,006 0,9981 0,9991

11,40 4,08 1,29 1,037 0,9944 0,9995

15,90 5,50 1,33 1,070 0,9953 0,9994

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Dla préb o liczebnosci do 1 GB wszystkie znane testy, nawet y*(n, N)p, uznalyby
taki cigg za doskonale losowy. Mozna to fatwo wyjasni¢, pordwnujgc wartos¢ nierow-
nowagi s = 0,00001 z warto$cig modulu sredniego odchylenia od warto$ci oczekiwanej
dla zmiennej losowej o wymiarze N = 1, danej jako a(X;) = (2n n)"'"%, a dla liczebnosci
n =28 x1000 x 1 048 576 elementdw réwnej a(X:) = 0,0000043, zatem okoto dwukrot-
nie mniejszej od s = 0,00001. Jak wida¢, y*(n, N)p bardzo rygorystycznie reaguje na
objawy nieréwnowagi i wszystkie inne odchylenia od naturalnej losowosci ciggu. Po-
nownie mozna tez zauwazy¢, ze w badanym typie nielosowosci statystyka y*(n, N)p
dla N = 1i 2 wykazuje najwieksza wrazliwos¢, natomiast dla N = 8, 16 i 20 — z opisa-
nych juz powodéw - znacznie mniejsza. Wynika z tego ponownie, ze potencjalne
mniejsze nielosowosci ciggu moga si¢ ujawni¢ dopiero w przypadku préb o odpowied-
nio wiekszej liczebnosci. Problem z ich wykrywaniem jest jednak taki, Ze generator

ciggu musi mie¢ niezbedng wydajno$¢, a samo testowanie wymaga czasu®.

8. Test zgodnosci chi-kwadrat dla ciaqgow pseudolosowych

Kolejnym sprawdzeniem uzyteczno$ci statystyki y*(n, N)p byly badania ciagdéw pseu-
dolosowych. Pominieto ciggi uznawane za stabe, natomiast doktadnie zbadano po-
wszechnie stosowany ciag Mersenne Twister (Sulewski, 2019). Jest to ciag generowany
zrédiowo z dyskretnym rozkladem réwnomiernym i uznawany za jeden z najlepszych
ciggow pod wzgledem szybkosci generowania i dobrych statystyk, zwlaszcza imponu-
jaco dlugiego okresu, o dowiedzionej wartosci L = 2!%% — 1 = 4,3 x 105",

Wygenerowano trzy proby ciagdw o liczebnosci n = 1 GB, wykorzystujac 32-bitowa
wersje algorytmu, oznaczong jako MT19937. Kazda proba zostala wygenerowana
z uzyciem innych warunkéw poczatkowych w postaci tablicy inicjujacej (Sulewski,
2019).

W ten sam sposob zbadano statystyki y*(n, N)p funkgji kryptograficznych sponge,
AES, DES i 3DES oraz SHA-3, konfigurujac ich wejscia do pracy w najprostszych try-
bach licznikowych, przy stalych wektorach inicjujacych.

Metodyka i wyniki badan wszystkich ciagéw pseudolosowych byly identyczne jak
dla ciaggéw prawdziwie i doskonale losowych i nie odbiegaty od wartosci przedstawio-
nych w tabl. 3. Réwniez w tym przypadku badano tylko statystyki, nie wnikajac w al-
gorytmy generowania w sensie badan kryptoanalitycznych. Mozna jednak wspo-
mnie¢, ze uzycie programowych, tzn. komputerowych generatorow ciggdéw pseudolo-
sowych, nawet tych poprawnie skonstruowanych, nie musi prowadzi¢ do uzyskania
ciggéw o domyslnie referencyjnych wlasciwo$ciach i parametrach statystycznych.

5 Temu zagadnieniu jest poswiecona cze$c¢ 10.
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W czasie badan stwierdzono bowiem, ze:

nie wszystkie kody Zrddlowe generatoréw tych ciagéw majg poprawne implemen-
tacje;

kazdy z generatoréw musi by¢ poprawnie zainicjowany w sensie trybu pracy i od-
powiednio wybranych warunkéw poczatkowych. O ile w przypadku funkeji kryp-
tograficznych sprawa jest do$¢ prosta, o tyle wtasciwe przeprowadzenie procedury
inicjujacej tablice do poprawnego wygenerowania ciggu Mersenne Twister jest kry-
tyczne, poniewaz w przypadku blednej inicjacji otrzymuje si¢ ciggi wygladajace jak
losowe, ale statystycznie bardzo dalekie od losowosci doskonatej;

testowanie wszelkich pseudolosowych ciggdéw z generatoréw programowych, w tym
réwniez funkcji kryptograficznych, ma gleboki sens kontrolny — obowiazkowo po
kazdej kompilacji programu na etapie prototypowania — i profilaktyczny, nawet na
niezbyt liczebnej prébie, np. 1 MB, przed kazdym operacyjnym uzyciem komputera
czy innego uktadu generowania takiego ciagu. Nalezy bowiem pamieta¢, ze nawet
poprawna wersja programowa nie bedzie prawidtowo dziatala w uktadzie sprzeto-
wym, ktéry ulegnie uszkodzeniu, zakléceniu itp.

W przypadku wystapienia opisanych wyzej bledéw implementacyjnych i aplikacyj-

nych ciagi pseudolosowe zwykle bedg mialy skrajnie zle statystyki, ktére mozna jed-

nak szybko identyfikowa¢ poprzez profilaktyczne testowanie ich przed uzyciem.

9. Powiazanie testu zgodnosci chi-kwadrat z entropiq informacyjna

Shannona

Wracajac do prostoty i niezaleznosci od liczebnosci préby, charakteryzujacych wyzna-

czong statystyke y*(N)in, a w konsekwencji y*(n, N)p, mozna teraz skonfrontowac je

z entropig informacyjng Shannona, ktéra dla ciagéw doskonale losowych réwniez ko-

rzysta z analizy i obliczen wariancji ciggu. Jesli poréwnamy statystyki 7*(n, N)p, entro-

pii oczekiwanej Hg(Xj, ..., Xy | n) i zmierzonej entropii proby Hp(Xj, ..., Xy | n) dla

ciggéw doskonale losowych, tzn.

X (n,N)p—mﬁziﬂ(niN/n—l/Z ) > ( )
Hy(Xy, o Xl ) = 1 — 2 (11)
E( 1 =y Nln) - 2111(2) n
2N—1 k N2
Hp(Xy, ., XyIn) = 1= 5o 2o (N /n—1/2N)2, (12)
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to tatwo wykazemy, ze wigze je zalezno$¢

2N—1 2( N)p =
2in) nX b IVIP= (13)

=1—[1-Hg(Xy, ., Xy| D)] X*(n, N)p,

HP(X]_, ""XNl n) =1-

ktora $wiadczy o tym, ze dla entropii proby Hp(Xi, ..., Xy | #) zmienna warto$¢
1 - He(Xj, ..., Xy | n) zawiera sie w przedziale zbiezno$ci statystyki y*(n, N)p, wynika-
jacym ze statystyki y*(N)wx i jej unormowanej wariangji oix = 27N+

Zalezno$¢ miedzy statystyka »*(n, N)p a entropiami Hp(Xj, ..., Xy | 1) 1 He(X3, .., X | 1)
mozna przedstawi¢ jeszcze prosciej w sensie praktycznej interpretacji. W czesci 3
wzmiankowano, ze wykorzystanie zmierzonej wartosci entropii proby Hp(Xj, ..., Xy | 1)
nie jest wsparte konkretnym praktycznym kryterium, wskazujacym dla danej proby,
jaka warto$¢ mniejsza od oczekiwanej entropii Hg(Xj, ..., X | n) moze by¢ akceptowana
w sensie kwalifikacji danej proby jako realizacji ciagu doskonale losowego. Po prostych
przeksztatceniach zalezno$ci Hp(Xj, ..., Xn | n) = 1 - {1 - He(X, ..., X | n)} 2(n, N)p
mozna napisac, ze

1 - HP(Xll ...,XN | n)

, (14)
1—Hg(Xq, ..., XyIn)

)(Z(n'N)P =

i oceni¢, jaka zalezno$¢ wigze stosunek wartosci 1 - Hp(X, ..., X | 1) 11 - He(X), ..., Xn | 1),
czyli réznic miedzy wartoscig informacyjnej entropii Shannona H(Xj, ..., Xy) = 1 dla
ciagu doskonale losowego a mierzong entropia préby ciggu Hp(X), ..., Xy | n) i jej entro-
pig oczekiwang Hg(X), ..., Xy | n). Statystyka x*(n, N)p stanowi zatem niezalezng od li-
czebnosci proby n miare zbiezno$ci mierzonej entropii proby z entropia oczekiwana.

Mozna doda¢, ze pozornie prostsza miara stosunku warto$ci obu entropii, tzn.
Hp(Xy, ..., Xn | n) | He(X,, ..., Xn | 1), daje w rezultacie czytelna, ale niezbyt uzyteczng
posta¢, zalezng ponadto od liczebnosci proby #:

Hp(Xy, ., Xy 1) _ 2In(2) n—x*(n, N)p(2" - 1)

= (15)
Hy (X, ) Xn|1) 2In(2) n— (2N — 1)

Jak wida¢, dla duzych liczebnosci préb n i nawet duzych wymiaréw N miara ta
przyjmuje wartos$ci bardzo bliskie 1, co uniemozliwia identyfikacje potencjalnej nie-
losowosci ciggu. Aby ja wykry¢, #*(n, N)p musiataby mie¢ wartosci, jakie byly dane
w pierwszym przyktadzie z cz¢sci 7 (tabl. 4), ale nawet wtedy miara dla N = 1 przyj-
mowalaby warto$ci bliskie 0,9999, a dla wigkszych N identyfikacja bylaby jeszcze
mniej czytelna.
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Ilustracja powyzszych rozwazan sa przedstawione na wykr. 3 przyktadowe realiza-
cje entropii proby ciagu Hp(Xj, ..., Xn | n), oznaczone linig przerywana, na tle jej en-
tropii oczekiwanej Hg(X, ..., Xy | 1), oznaczonej linig ciagla. Wida¢ na nim, ze wartosci
1 - Hp(Xy, ..., Xy | n) i 1 = He(Xi, ..., Xnv | n) ciagle maleja, ale ich stosunek pozostaje
staly i réwny p?(N)in w zakresie unormowanej wariancji o’y = 27V

Wyker. 3. Entropia proby H.(X,, ... X, | n) na tle entropii oczekiwanej H{X,, ... X, | n)

HIX, X 1)

1,0000 TR T T
0,9999
0,9998

0,9997

0,999
0,9995
0,9994
0,9993

0,9992

0,9991

0,9990

10° 10°

Zrédto: opracowanie wlasne.

Interpretacja powyzszych wynikow jest nastepujaca:

1. Statystyki 7*(N)i~ i 7*(n, N)p zostaly wyprowadzone z ogélnych przestanek staty-
styki matematycznej i zrodtowo nie opieraly sie na pojeciu entropii informacyjnej
Shannona.

2. Entropia proby ciggu losowego Hp(Xj, ..., X | ) byla analizowana, mierzona i esty-
mowana (Le$niewicz, 2009), ale nie znano dotad analitycznej postaci rozpro-
szenia wynikéw pomiaréw Hp(Xi, ..., Xy | n) wzgledem oczekiwanej warto$ci
HE(Xl, e s XN | f’l).

3. Okazuje sie, ze obie entropie wiaze statystyka y*(n, N)p, ktora dla ciggu doskonale
losowego nie zalezy od liczebnosci préby .

4. Interpretacja statystyki y*(n, N)p jest w tym przypadku prosta — im wartosci
Hp(Xy, ..., Xy | 1) 1 He(Xi, ..., Xiv | 1) s sobie blizsze, tym zbiezno$¢ statystyk wokot
wartosci y*(n, N)in = 1 jest wigksza. Nie oznacza to jednak, ze Hp(Xj, ..., Xn | 1)
i He(Xy, ..., X | n) powinny by¢ sobie réwne — w przypadku ciggu doskonale loso-
wego powinny réznic sie w zakresie okreslonym wariancjg o statystyki 7*(N)in.
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5. Statystyki 7*(N)ix i 7*(n, N)p moga zatem by¢ uznane za samodzielne statystyczne
miary doskonalosci ciggéw losowych i w taki sposob wykorzystywane, ale z punktu
widzenia teorii informacji majg duzo glebsze znaczenie. Dowodza bowiem analitycz-
nie, Ze istnieje niezalezna od liczebnosci n zbiezno$¢ entropii proby ciggu doskonale
losowego do entropii oczekiwanej i pozwalajg okresla¢ jg praktycznie. Nie ma w tym
jednak niczego dziwnego, skoro wszystkie opieraja sie na tym samym modelu proba-
bilistycznym w postaci dyskretnego rozkladu réwnomiernego oraz na analizach i ob-
liczeniach wariangji ciggdéw zmiennych losowych o dowolnych wymiarach N. Warto
jednak wspomnie¢, ze zdaniem Kolmogorowa ,,teoria informacji powinna wychodzi¢
przed probabilistyke, a nie opiera¢ si¢ na niej” (Johnson, 2004, s. 8).

6. Niezaleznie od interpretacji pochodzenia statystyki y*(N)wv i *(n, N)» pozwalaja
wedtug tych samych kryteriow i wartosci jednoznacznie kwalifikowaé proby ciagow
doskonale losowych i dyskwalifikowaé proby ciagéw niedoskonale losowych, po-
niewaz powyzsze wnioski i zaleznosci dotycza tylko ciagéw doskonale losowych,
a w przypadku ciggéw niedoskonale losowych nie sg zgodne.

10. Kryterium zgodnosci testu chi-kwadrat dla rzeczywistego ciagu
doskonale losowego

Z matematycznego punktu widzenia wyniki pomiaréw statystyk y*(n, N)p dla ciggow
doskonale losowych $wiadczg o tym, ze jesli losowos¢ ciggu jest bliska doskonatosci,
to ich wartosci dla wszystkich N-wymiarowych zmiennych losowych sg bliskie ocze-
kiwanej warto$ci *(N)ix = 1, a skupienie wokot wartosci oczekiwanej jest tym lepsze,
im wigksze sg liczebno$¢ proby n i wymiar testowanej zmiennej losowej N. Wyniki te
majg $cisty zwigzek z teorioinformacyjng analizg entropii Shannona, ktéra korzysta
z tego samego modelu probabilistycznego, ale pozwala prosciej zinterpretowacé zjawi-
sko losowosci i wyrazi¢ je globalng miarg w postaci entropii informacyjnej. To prze-
nikanie sie réznych nauk, prowadzace do wzajemnie zgodnych i konkretnych wyni-
kow, dajacych sie ponadto zweryfikowaé pomiarowo, mozna uzna¢ za najwieksza za-
lete proponowanej metody. W zwigzku z tym powstaje pytanie, na podstawie jakich
konkretnych kryteriéw liczbowych powinna nastepowaé kwalifikacja doskonalosci
losowosci prob generowanych ciggdw losowych.

Na wstepie mozna powiedzie¢, ze uzytkownikow prob ciggéw losowych w krypto-
grafii, naukach technicznych i zapewne wielu innych zwykle nie interesuje, jak zostaly
one wygenerowane i wedle jakiego kryterium zostaly zweryfikowane. Chca tylko wie-
dzie¢, czy na podstawie opinii ekspertéw z dziedziny matematyki moga przyjaé
a priori, ze sg to faktycznie proby ciggéw doskonale losowych, poniewaz konsekwencje
uzycia ciagdw o potencjalnej nielosowosci a posteriori moga by¢ fatalne - od falszy-
wych wynikéw badan naukowych po zagrozenie bezpieczenstwa kryptograficznego.
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Dlatego nalezy zada¢ sobie pytanie, czy taka weryfikacja powinna polega¢ na prze-
prowadzeniu przez zaufanego eksperta klasycznej procedury testowania hipotezy sta-
tystycznej wobec kazdej wygenerowanej proby ciagu, np. na podstawie hipotezy zero-
wej i alternatywnej, poziomu istotnosci i obszaru krytycznego statystyki testowej oraz
innych poje¢ takiej weryfikacji, czy moze powinna opierac si¢ na innych kryteriach,
nieniosacych ze soba cho¢by werbalnie poczucia probabilistycznej niepewnosci wy-
niku takiej weryfikacji. Rozstrzygniecia tego problemu nie ulatwiajg trwajace od wielu
lat wérdd statystykow dyskusje na temat utomnosci procedury testowania istotnosci
statystycznej hipotezy zerowej czy kryteriow wyboru poziomu istotnosci dla réznych
rodzajéw badan, zmierzajace do calkowicie nowego zdefiniowania istotnosci staty-
stycznej (Szreder, 2019, 2022). Problematyka ta, dotychczas tylko wzmiankowana
w literaturze przedmiotu, znalazla ostatnio rzeczows i spdjng posta¢ monograticzng
(Szreder i Koztowski, 2024).

Wrycofana rekomendacja NIST dla zestawu testow A Statistical Test Suite for Random
and Pseudorandom Number Generators for Cryptographic Application opierata si¢ wta-
$nie na takich procedurach, a jednym z zasadniczych zarzutéw wobec ich kryteriéw byla
nietransparentno$¢ przyjetych wartosci p, ktére w ogélnosci binarnie kwalifikowaty ba-
dang probe jako spetniajacg arbitralnie przyjete kryteria losowosci, ale w szczegdlnosci
niczego nie mowily o poziomie losowosci danej proby, poza tym ze przy kryterium
p > 0,01 zostala ona w danym tescie zakwalifikowana jako losowa. Krytyke takiego po-
dejécia mozna zreszta znalez¢é w wielu innych wspofczesnych publikacjach.

W praktyce decyzyjnej czesto wymagane jest binarne rozstrzygniecie ,,tak — nie”,
ale nie oznacza to, ze sama warto$¢ p moze przesadzi¢ o tym, czy decyzja jest po-
prawna. Szeroko stosowana kategoria ,istotno$ci statystycznej” (zwykle interpreto-
wana jako ,,p < 0,05”) w sensie licencji na uznanie wnioskéw naukowych (lub na su-
gerowanie prawdy) prowadzi do powaznego wypaczenia procesu badawczego (Szre-
der, 2019, s. 55).

Co wigcej, testy mozna byto bardzo fatwo oszukaé. Przykladowo dla ciggow opisa-
nych w czeéci 7:

e pomnozenie modulo 2 niedoskonale losowego ciagu z s = 0,005 i K = 0,005 z ciagla

sekwencjg 101 ... 010 powodowalo, ze przed ta operacja spelnial on ok. 1/3

z 15 testow, a po niej — juz 2/3 tych testdw, z czego wynika, ze byty one wrazliwe na

nieréwnowage {0} i {1}, ale juz nie zmiennych losowych o wymiarze N > 2, bo prze-

ciez statystyki takich zmiennych nie ulegaja zmianie po tego rodzaju operacji;
¢ niedoskonale losowe ciagi z s < 0,0005 i K < 0,0005 spetnialy wszystkie 15 testow,

i to niezaleznie od liczebnosci préb.

Nietrudno si¢ domysli¢, jakie zawodowe i etyczne rozterki moze przezywac przy
takich wynikach konstruktor generatora ciagéw losowych, ktory zwykle zna jego nie-
doskonatlosci, ale otrzymuje w kazdym tescie ocene passed. Oczywiscie w znacznie
gorszej sytuacji bytby uzytkownik ciagdéw z takiego generatora, poniewaz réwniez
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otrzymalby wyniki z oceng pozytywna, a uzywalby ciagéw de facto nielosowych. Na-

lezy jednak zaklada¢, ze konstruktor nie dopusci sie takiego naduzycia zaufania wobec

uzytkownika, a w przypadku poddania generatora procedurze certyfikacji przez
stuzby ochrony panstwa nie byloby szans na uzyskanie dla niego certyfikatu, poniewaz
konstruktor jest prawnie zobowigzany do wskazania znanych sobie stabych miejsc

w konstrukgji, a ich ujawnienie wyklucza skuteczne przeprowadzenie dowodu bezpie-

czenstwa kryptograficznego.

Podobne dylematy mozna by mnozy¢. Warto powiedzie¢ jeszcze o dwoch, zwigza-
nych z uzytkowaniem. Potrzeby ilo$ciowe w przypadku profesjonalnych zastosowan
ciaggdw losowych sg dzisiaj ogromne, liczone w gigabajtach, a uzytkownik zwykle nie
chce zbyt dlugo czekaé na wygenerowanie ciggdw, ich testowanie i wnioskowanie sta-
tystyczne, zwlaszcza przez osoby trzecie. Odpowiedzialno$¢ za niepoprawne wygene-
rowanie ciaggdw, ich testowanie i wnioskowanie statystyczne moze mie¢ wymiar mo-
ralny w zastosowaniach naukowych, ale np. w kryptografii pocigga odpowiedzialno$¢
prawnag, jesli w wyniku bledéw zostang poniesione straty materialne czy szkody spo-
teczne. Z powyzszych powoddéw nalezy przyjaé nastepujace zatozenia do oceny:

e matematycznym kryterium oceny powinna by¢ statystyka y*(N)wn, za ktorg stoja
interdyscyplinarnos¢, jasnos¢ i prostota koncepcyjna oraz tatwos¢ weryfikacji po-
miarowej;

e zastosowania ciaggow losowych sg duzej wagi i nalezy wykluczy¢ wzigcie do danego
zastosowania proby ciagu, co do ktdrej istnieje jakakolwiek watpliwo$¢ dotyczaca
jej doskonatej losowosci. W opozycji do zasady domniemania niewinnoéci (czyli
»lepiej uwolni¢ winnego niz skaza¢ niewinnego”) dla préby ciggu nalezy przyjac za-
sade domniemania nielosowosci (innymi stowy, ,lepiej odrzuci¢ probe ciagu do-
skonale losowego niz zaakceptowaé prébe ciggu nielosowego”). Powyzsze zatozenie
skutkuje tylko wydluzonym czasem generowania ciggéw i pomiaréw, gdyby ktores
proby byly dyskwalifikowane i odrzucane.

Najprosciej i najbezpieczniej jest ustawi¢ kryterium spelnienia testu na bezwarun-
kowej wartosci y%(n, N)p = 1 * &y, gdzie &y bedzie arbitralnie wybranym, bezpiecznym
odchyleniem, wynikajacym z do$wiadczen weryfikacji wielu prob ciaggdéw bezdysku-
syjnie bliskich losowej doskonatosci. Muszg temu podlega¢ testy kazdej N-wymiaro-
wej zmiennej losowej, tzn. kiedy dla danej proby wszystkie wartosci spelnig kryterium
X (n, N)p = 1 £ &y, poniewaz jego niespelnienie cho¢by dla jednej dowolnej N-wymia-
rowej zmiennej moze oznacza¢ jaki§ specyficzny typ nielosowosci, ktéry wyklucza
uznanie danej prdby za realizacje ciagu doskonale losowego. Takie podejécie mozna
tatwo zalgorytmizowac i bedzie ono satysfakcjonowato zwlaszcza tych uzytkownikow,
ktérzy — samodzielnie weryfikujac ciagi — chcg mie¢ jednoznaczng odpowiedz na py-
tanie, czy dana proba ciagu spelnia kryterium losowej doskonatoéci.

Warto$¢ ey bedzie oczywiscie inna dla kazdego wymiaru zmiennej losowej N. Po-
niewaz wyniki podane w tabl. 3 sa przedziatami, ktére w trakcie obserwacji rzadko
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byly przekraczane, to przyjmujac kryterium 3o = 3 x 2-N-1"2 mozna zalozy¢ prawdo-
podobienstwo P < 0,003 i dopusci¢ 3 bledne decyzje o uznaniu ciagu losowego za nie-
losowy na 1000 wykonanych testow. Nie stanowiloby to oczywiscie o uznaniu gene-
ratora takiego ciggu za niespetniajgcy wymagan, poniewaz powtdrzenie badania
z tymi samymi kryteriami wyklucza powtorzenie oceny negatywnej.

Propozycje dopuszczalnych wartosci statystyki y*(n, N)p dla rzeczywistych ciaggow
doskonale losowych przedstawiono w tabl. 7. Formalnymi kryteriami weryfikacji i kla-
syfikacji danej proby ciagu jako ciggu doskonale losowego sg warto$ci zawarte w ostat-
nim wierszu tabl. 7. W przypadku gdy liczebno$¢ proby nie moze wynosi¢ 1 GB,
mozna testowaé mniejsze proby z tymi samymi kryteriami, ale proby, ktore nie beda
sie miescily w proponowanych przedziatach, nalezy odrzucaé, zgodnie z zasadg do-
mniemania nielosowosci.

Tabl. 7. Dopuszczalne wartosci statystyki *(n, N)r dla rzeczywistych ciaggéw doskonale losowych

Rozmiar préby | y2(N=1)p= | 22AN=2)p= | AN=4)p= | A(IN=8)p= | AN=16)p= | 2 (N=20)r =
w MB =1t =1ta =1tg =1ta =1+ =1+e0
T s 0+4 04 0,6+1,4 0,7+1,5 0,98+1,02| 0,995+1,005
10 s 0+4 04 0,7+1,3 0,8+1,3 0,98+1,02| 0,998+1,002
<1 <1 0,7+1,3 0,85+1,2 0,99+1,01| 0,998+1,002
<1 <1 0,8+1,2 0,9+1,1 0,99+1,01| 0,998+1,002
[o/ T 1,00 0,71 0,35 0,088 0,0055 0,00135
30N = &N cevvrreeerrrnnns 3,00 2,12 1,06 0,265 0,0166 0,00405
1+evdlal1GB ... 0+4,0 0+3,12 0+2,06 | 0,735+1,265| 0,983+1,017| 0,996+1,004

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wybdr liczebnosci préby do takich badan jest uwarunkowany trzema czynnikami:

¢ wydajnoscia generatora ciggdw — jesli jest ona ograniczona do wartosci BR = b (ele-
mentéw na sekunde), to czas generowania proby o liczebnosci n bedzie trwat
t = n/ BR i przykladowo dla typowego generatora sprzgtowego o BR = 8 Mbit/s na
probe n = 8 x 1048 576 elementdéw (1 MB) trzeba poczeka¢ ok. 1 s, ale na probe
n =8 x 1048 576 000 elementéw (1 GB) - juz 1000 s, czyli ponad kwadrans. Te
czasy znacznie si¢ skrédcg w przypadku nowoczesnych generatoréw kwantowych,
ktérych wydajno$¢ bedzie siegala BR = 1 Gbit/s, co dla powyzszych liczebnosci
skréci je do odpowiednio t = 0,008 sit=8s;

e czasem testowania ciggéw — sprzetowe mozliwosci uzytego komputera i oprogra-
mowanie do obliczen ograniczajg czas weryfikacji losowosci proby ciagu. Mozna
szacowal, ze na wspolczesnym komputerze z optymalizowanym oprogramowa-
niem wynosi on do 10 min na 1 GB ciggu. Nie jest to duzo w przypadku jednej
proby o liczebnosci 100 MB, ale przy kilku prébach o liczebnosci 1 GB czas wydtuzy
sie nawet do godziny;

e potrzebami operacyjnymi uzytkownika ciaggéw - jesli badacz wykonujacy np. sy-

mulacje stochastyczne potrzebuje proby o liczebnosci n = 8 x 1 048 576 000
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elementéw (1 GB), to dysponujac generatorem o wydajnosci BR = 8 Mbit/s, musi
na nig poczeka¢ kwadrans, zweryfikowac¢ ja testem *(n, N)p i po pozytywnym wy-
niku testu moze w caloéci uzy¢ do swoich celéw. Nieco inna jest sytuacja kryptologa
- on tez powinien wygenerowa¢ prdbe o jak najwigkszej liczebnosci i przetestowac
ja, aby si¢ upewni¢, ze w calo$ci reprezentuje ona doskonalg losowo$¢, a nastepnie
wybra¢ z niej podciagi o takiej liczebno$ci, jakich potrzebuje. Sg to zwykle klucze
szyfrujace o liczebnosci n = 256 lub 512 elementéw czy ciagi do poszukiwan liczb
pierwszych o liczebnosci n od 1000 do 2000 elementdw. Kryptolog nie moze jednak
poprzesta¢ na wygenerowaniu proby o mniejszej liczebnosci, poniewaz musi mie¢
absolutng gwarancje, ze uzywane przez niego ciagi pochodzg z préby ciggu dosko-
nale losowego.

Wstepna weryfikacja autorska data wyniki przedstawione w tabl. 8. Zbadano 40
prob ciggéw o liczebnosci 1 GB kazda, uznanych za doskonale losowe. Dla czytelnego
poréwnania w dwoch gtéwnych kolumnach zamieszczono wyniki tylko dla wymiaréw
N=1,2,8i16. Pogrubiong czcionka zostal zaznaczony kierunek odchylenia w przy-
padku przekroczenia kryterium przez dang prébe, odpowiednio:

o w lewej kolumnie dla kryterium y*(n, N)p=1t ey=1% o
o w prawej kolumnie dla kryterium y*(n, N)p =1+ en=1=£30n.

Tabl. 8. Wartosci statystyk 2(n, N)» dla 40 préb rzeczywistych ciagdw doskonale losowych

2(n=1GB Np=1tev=T%o0on 2n=1GB, Np=1+teav=1%30n

Proby | ,2N=1)p | 22IN=2)p | 22AN=8)p | AIN=16)p| ZAN=1) | A N=2)r | AN=8)r | AN=16)p
=1+to =1tm =1+t0s =1+t06 | =12301 | =1x302 | =1+30 | =1+ 3016

on 1,00 0,71 0,088 0,0055 . . . )
3on . . . . 3,00 2,12 0,265 0,0166
14 N e 0,0:2,0 | 0,29+1,71 0912+| 09945+| 00+40| 0,0:3,12 0,735+ 0,983+
+1,088| +1,0055 +1,265 +1,017
14,398 712,755 1,069 09% | 714,398 2,755 1,069 0,996

14,010 122105 1,071 T1,007 4,010 2,105 1,071 1,007

0,212 0,629 1,038 0,998 0,212 0,629 1,038 0,998

0,542 1,357 11,111 0,997 0,542 1,357 1,111 0,997
1,341 0,830 1,032 0,996 1,341 0,830 1,032 0,996

1,848 1,127 0,987 711,007 1,848 1,127 0,987 1,007

0,736 0,606 1,004 0,995 0,736 0,606 1,004 0,995
0,388 0358| 40,893 711,010 0,388 0,358 0,893 1,010

13,192 1,113 1,003 0,992 3,192 1,113 1,003 0,992

1,942 12599 lo,767 1,003 1,942 2,599 0,767 1,003

0,006 0,621 0,990 1,000 0,006 0,621 0,990 1,000

1,117 0,504 0,935 1,000 1,117 0,504 0,935 1,000

0118| do0,149| lo0,863 1,006 0,118 0,149 0,863 1,006

0,075| 40,100 0,932 1,000 0,075 0,100 0,932 1,000

0,027 0,636 1,036 0,995 0,027 0,636 1,036 0,995

1,812 1,477| {0,868 0,996 1,812 1,477 0,868 0,996
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Tabl. 8. Wartosci statystyk y%(n, N)r dla 40 préb rzeczywistych ciggédw doskonale losowych (dok.)

2n=1GB, Np=1tev=T1%o0n 2n=1GB,Np=1+av=1%30n
Proby | 2AN=1)r | 2AIN=2)p | AN=8)r | AIN=16)p| 22(N=1)p | AAN=2)p | AIN=8)r | A(N=16)p
=1xo =1tm =1xtos =1x06 | =123 | =1+3m | =1+30 |=1%3016
0,596 0481 11,144 0,996 0,596 0,481 1,144 0,996
12,707 1,149 | 11,094 0,998 2,707 1,149 1,094 0,998
0,526 0,793| 40,867 1,001 0,526 0,793 0,867 1,001
0,570 0,454 0936 | 11,009 0,570 0,454 0,936 1,009
0,958 0,921 1,020 1,001 0,958 0,921 1,020 1,001
1,996 1,733 0,974 1,001 1,996 1,733 0,974 1,001
0,055| 0,203 1,033| 11,007 0,055 0,203 1,033 1,007
13,083 1,480 1,047 0,997 3,083 1,480 1,047 0,997
0,121 0,453 0,986 0,998 0,121 0,453 0,986 0,998
0,096 1,494 | 40,824 1,004 0,096 1,494 0,824 1,004
1,223 0512 11,196 1,000 1,223 0,512 1,196 1,000
0,000 0491 11,260 1,001 0,000 0,491 1,260 1,001
13,343 11,914 0,949 0,998 3,343 1,914 0,949 0,998
0,643 0510 *11,106 1,001 0,643 0,510 1,106 1,001
0,710 0568 11,131 0,995 0,710 0,568 1,131 0,995
0,033| 0,270 1,042 0,995 0,033 0,270 1,042 0,995
0315| 40,272 11,123| 0,988 0,315 0,272 1,123 0,988
0,005| 40,074 0,968 0,996 0,005 0,074 0,968 0,996
0,542 0,973 0,940 1,004 0,542 0,973 0,940 1,004
0309 Jo0,1709| {0,802 1,001 0,309 0,109 0,802 1,001
0221| 40,074 1,019 0,998 0,221 0,074 1,019 0,998
0,820 0,462 1,043 1,000 0,820 0,462 1,043 1,000
1,028 1,068 | 711,102 1,000 1,028 1,068 1,102 1,000
1,062 0,800 1,087 0,997 1,062 0,800 1,087 0,997
Udziat w ca- 3,75 7,50 10,60 3,75 0,63 0 0 0
fosciw %
Podsumo- | 41 wynikéw nieco ponad kryterium oy — 26% | 1 wynik na granicy kryterium 30w - 0,6%
Wwanie

Zrédto: opracowanie wiasne.

Kryterium y*(n, N)p = 1 £ &x = 1 £ oy spelnia ponad 74% wynikéw testow. Wyniki,
ktdre go nie spelniajg, majg typowo incydentalny charakter, tzn. nie dotycza wszyst-
kich zmiennych losowych, a zwykle jednej, osiem razy dwoch, a tylko w trzech przy-
padkach trzech zmiennych. Nalezy jednak zauwazy¢, ze otrzymane wartoéci byly na
granicy kryterium i gdyby przyjac je chocby jako 1,50, ich liczba zmniejszytaby sie
do zaledwie kilku.

Kryterium »*(n, N)p = 1 £ &y = 1 £ 30y spelniaja w zasadzie wszystkie wyniki testow
- zaledwie jeden przekroczyt kryterium o niecate 10%.

Mozna zatem przyjaé, ze wyniki te odpowiadajg z dobrym przyblizeniem kryteriom
o1 3oy, wlasciwym rozktadowi normalnemu, dla ktérego w takich przedziatach ocze-
kuje si¢ odpowiednio 68,3% i 99,7% wynikéw. Niewielka réznica miedzy 74% wyni-
kow testow i 68,3% wlasciwych rozkladowi normalnemu dla kryterium oy wynika
prawdopodobnie z tego, Ze wariancja lewego ogona statystyki y*(N).n jest ograniczona
warto$cig zerowg i w tym zawezonym przedziale mieszczg sie wszystkie wyniki
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pomiarow, ktére dodajg sie do nominalnych 68,3%. Uzyskane wyniki kolejny raz po-

twierdzajg poprawno$¢ przeprowadzonych analiz teoretycznych i dobra zgodno$¢ za-

Yozonego kryterium pomiarowego.

Poczynione ustalenia prowadza do wniosku, ze w badaniu losowosci ciaggdw nalezy:
e wygenerowad probe ciggu o maksymalnej liczebnosci, na jaka pozwalaja wydajno$¢

generatora ciagu i akceptowalny czas oczekiwania, ze wskazaniem na liczebno$¢ co

najmniej n = 1 GB;

e sprawdzi¢ dla wszystkich badanych wymiaréw N, czy wartosci y*(n, N)p = 1 £ &n.
Tylko w przypadku gdy wszystkie spelnig to kryterium, mozna uznaé probe za rea-
lizacje ciggu doskonale losowego.

Na koniec nalezy rozwazy¢ jeszcze problem stochastycznej stabilnosci generowa-
nych ciggéw, przez ktorg rozumie si¢ ich stacjonarnos$¢ i ergodycznosé (Gray, 2013).
Moéwiac w najwiekszym skrocie, wlasciwo$¢ stacjonarnoéci w szerszym sensie mozna
przypisaé ciggom, ktdrych statystyki sa takie same w kazdej probie, a ergodycznosci -
ciggom, ktdrych statystyki sg takie same dla kolejnych podciggéw danego ciggu. Ergo-
dycznos¢ jest zatem cechg mocniejszg i ciag ergodyczny jest rowniez stacjonarny, ale
ciag stacjonarny nie musi by¢ ergodyczny.

Badanie ergodyczno$ci proby ciaggu najlatwiej przeprowadzi¢ poprzez réwno-
mierne podzielenie proby na podciagi i sprawdzenie statystyk wszystkich kolejnych
podciagdw, ktore nastepnie sa do siebie sukcesywnie dodawane i pokazujg statystyke
calej proby. Latwo zauwazy¢, ze test *(n, N)p umozliwia takie badanie ze wzgledu na
nature swojej statystyki pomiarowej. Ilustracje¢ badania ergodycznoéci ciagu przedsta-
wiono na schemacie.

Schemat. Badanie ergodycznosci ciggu wedtug statystyk x’(n/p, N)

Indywidualnie - za kazdy kolejny podciag

zal. za 2. za 3. zap-2 zap-1 zap
podciag podciag podciag podciag podciag podciag

Zbiorczo za sume wszystkich p podciggow

zal za2 za3 zap-2 zap-1 zap
podciag podciagi podciagi podciggéw| | podciagdéw| | podciggéw

Zrédto: opracowanie whasne.

Opisane w czgsciach 6-8 badania prob ciggéw w sensie obserwacji biezacych war-
tosci y*(n/p = 1 MB, N)p kolejnych podciagéw o liczebnosci 1 MB, podsumowane war-
toscia y*(n, N)p sumy wszystkich podciagdw, byly wlasnie badaniami ergodycznosci.
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Mozna od razu przyjaé, ze bezwarunkowe uznanie proby za ergodyczng i doskonale
losowa nastepuje w przypadku jednoczesnego spelnienia wszystkich ponizszych wa-
runkow:
¢ kazdy podciagg ma wymagane statystyki y*(n/p, N)p, uwzgledniajace jego liczebnos¢

n/p;

e cala préba ma wymagane statystyki y*(n, N)p, uwzgledniajace jej liczebnos¢ n;
o statystyki y*(n/p, N)p wszystkich podciagéw moga by¢ rozproszone wokot statystyki
calej proby x*(n, N)p tylko z powodu ich ograniczonej liczebno$ci.

Jednak bladzenie przypadkowe — zwlaszcza w prébach o bardzo duzej liczebnosci
- moze incydentalnie znaczaco odchyli¢ statystyki zmiennych losowych o dowolnych
rozmiarach N od wartos$ci oczekiwanych, co jest widoczne w tabl. 8. Proby ciagdw,
ktére s3 w niej opisane, byly generowane jedna po drugiej, z kilkusekundowymi prze-
rwami na zapisanie ich na dysku komputera, wiec nie wystapily tu zakldcenia w po-
staci czynnikéw starzeniowych, klimatyczno-mechanicznych czy elektromagnetycz-
nych, ktére moglyby zmienia¢ warunki pracy generatora wptywajace na statystyki ko-
lejnych préb ciggu i prowadzi¢ do btedéw nielosowych (ang. non-random errors; Szre-
der, 2021). Z pdzniejszej analizy podciaggdw o liczebnosci 1 MB wynikalo, ze lokalne
nielosowosci byty okazywane przez podciagi o liczebnosci od kilku do kilkudziesieciu
megabajtow, ale nastepne podciagi mialy juz oczekiwane statystyki, co wskazuje wla-
$nie na incydentalne i niewielkie przekraczanie odchylen standardowych. A zatem ra-
czej intuicyjna hipoteza Fellera, ze ,,uczciwa moneta moze da¢ niedorzeczny ciag,
w ktérym zmiana prowadzenia nie nastgpi w ciaggu milionéw kolejnych doswiadczen”
(Feller, 2006, s. 87; obszerniejszy cytat zostal zamieszczony w czgéci 2), ma podstawy
doswiadczalne, nie majac jednak zrédet analitycznych, poniewaz probabilistyka nie
zna zalezno$ci, ktdra okreslalaby, czy sa to tysigce, czy miliony doswiadczen.

W przypadku wystapienia lokalnych nielosowosci mozna przyja¢ dwie strategie
weryfikagji:

e bezwarunkows, kiedy cala prdba zostaje zdyskwalifikowana i odrzucona z powodu
przekroczenia dowolnego z powyzej opisanych kryteridow;

e warunkowy, kiedy z préby zostajg usuniete te podciagi, w ktdrych stwierdzono
przekroczenia dowolnego z kryteriéw w danym podciagu.

Weryfikacja warunkowa odpowiada niezaleznemu generowaniu mniej liczebnych
prob i odrzucaniu prob niespelniajacych kryteriow. W kazdym przypadku mozna to
dopusci¢, poniewaz jest poprawne matematycznie: usuwanie dowolnych podciagdw
z ciggu losowego nie zmienia jego losowosci (a w konsekwencji — statystyk), jednak
prowadzi do wygenerowania préb o mniejszej liczebnosci, niedajacych gwarancji, ze
okaza potencjalne nielosowosci, ktére opisano w czeéci 7 i zilustrowano wynikami za-
mieszczonymi w tabl. 51 6.
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Przy generowaniu ciggéw doskonale losowych najlepiej zatem stosowaé weryfika-
cje bezwarunkows, poniewaz kosztem nielicznych zdyskwalifikowanych i odrzuco-
nych prob, a w konsekwencji - relatywnie niewielkiego wydtuzenia czasu generowania
ciaggdw i pomiaréw daje ona znacznie wigkszg pewnos¢ braku potencjalnych nieloso-
wosci w generowanych ciggach.

11. Podsumowanie

Przedstawiona w artykule propozycja autorskiej metody testowania ciggéw losowych
zostala opracowana z intencja obiektywnej oceny tych ciggéw, wolnej od specyficz-
nych wlasciwosci i ograniczen dotychczas stosowanych zestawdw testow. Opiera si¢
na rzeczywistych wlasciwosciach ciaggdw losowych i ich elementarnych parametrach
opisywanych przez probabilistyke, statystyke i teorie informacji. Wykorzystujac je,
wykazano, ze statystyka y*ndla ciaggéw doskonale losowych teoretycznie nie zalezy od
liczebnosci badanej proby, jest jednoparametryczna, a po normalizacji wzgledem wy-
miaru zmiennej losowej N jest réwna 1. Nie zmienia to istoty testu p7
a tylko stawia jego statystyce wyzsze wymagania, ktére w praktyce moze spelnic jedy-
nie cigg doskonale losowy. Jednocze$nie wykazano, ze taka statystyka opisuje zgod-
no$¢ zbieznoéci entropii proby ciggu doskonale losowego wzgledem jej wartosci ocze-
kiwanej, niezaleznie od liczebnosci proby.

Metoda zostala pierwotnie opracowana jako narzedziowe wsparcie projektu kwanto-
wego mikrofalowego generatora ciggéw losowych o wydajnosci 1 Gbit/s, skonstruowa-
nego w Wojskowym Instytucie Lacznosci w ramach wlasnych prac statutowych. Prze-
widuje sie zastosowanie go jako elementu ogélnodostepnego serwera ciaggéw losowych
do celéw naukowo-technicznych. Serwer bedzie umozliwial bezptatne pobieranie pli-
kéw z ciggami losowymi, ktore beda mialy referencyjne wtasciwosci i parametry staty-
styczne potwierdzone pomiarami wykonywanymi dla kazdej proby. Przewiduje sie cia-
gla dostepnos¢ prob ciggéw o liczebnosci 1 GB kazda. Pobrane proby beda automatycz-
nie kasowane, co bedzie stanowilo namiastke niepowtarzalnosci. Skasowane préby beda
zastepowane nowymi.

Pierwszym praktycznym i oficjalnym dowodem skuteczno$ci metody bylo jej za-
stosowanie do oceny bezpieczenstwa kryptograficznego w procesie ustawowej certy-
fikacji prostszego generatora o wydajnosci 10 Mbit/s (Wojskowy Instytut Lacznosci,
2025), ktdry uzyskat certyfikat nr 8/2025 wydany przez Jednostke Certyfikujaca Stuzby
Kontrwywiadu Wojskowego i dopuszczajacy go do zastosowan w zakresie kryptogra-
ficznej ochrony informacji o klauzulach ,,$cisle tajne”, ,NATO Confidential” i ,,Con-
fidentiel UE” / ,,EU Confidential”.
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Comparison of three-parameter models
of income distribution in selected European countries

Kamila Trzcinska,* Matgorzata Cwiek®

Abstract. Income distribution modelling is a fundamental tool in economic analysis, providing
insight into the structure of inequality and wealth in societies. Over the years, numerous models
have been proposed to capture the complex nature of income distribution. The aim of the study
presented in the article is to compare selected three-parameter income distribution models, i.e.
the Singh-Maddala, the Dagum and the Zenga models, in terms of their goodness of fit to
empirical data. The study covers six European countries, namely: France, Germany, Hungary,
Czechia, Poland and Slovakia. The analyses, based on data for 2016 from the European Quality of
Life Survey, were performed for the whole country and in a breakdown into big towns, small or
middle-sized towns and rural areas (in total, 24 microdata sets). To compare the estimated
theoretical distributions, two different measures of goodness of fit were used: the distribution
similarity coefficient (W,) and the Mortara index (A:). The study also examined deviations of
descriptive statistics based on theoretical distributions (median, mean, the first and the ninth
decile) from empirical values.

The Zenga model best fitted the empirical data the greatest number of times, but the
descriptive characteristics of income distribution estimated on the basis of the Dagum
distribution deviated from empirical values to a much lesser degree. Moreover, the results
indicate that even very high goodness of fit to empirical data, measured by the A; and W, does
not guarantee that the descriptive characteristics calculated on the basis of theoretical
distribution parameters would have the same values as the empirical ones.

Keywords: Dagum distribution, Singh-Maddala distribution, Zenga distribution, measures of
goodness of fit

JEL: D31, C13,C15

Poréwnanie tréjparametrycznych modeli rozktadu
dochoddéw w wybranych krajach europejskich

Streszczenie. Modelowanie rozktadu dochodéw jest podstawowym narzedziem w analizie
ekonomicznej, za pomocg ktérego uzyskuje sie wglad w strukture nieréwnosci i bogactwa
w spoteczenistwach. Na przestrzeni lat opracowano wiele modeli stuzacych do uchwycenia
ztozonej natury rozktadu dochodéw. Celem badania omawianego w artykule jest poréwnanie
wybranych tréjparametrycznych modeli rozktadu dochodéw: Singha-Maddali, Daguma oraz
Zengi pod wzgledem dopasowania do danych empirycznych. Badaniem objeto sze$¢ krajéw
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europejskich: Francje, Niemcy, Wegry, Czechy, Polske i Stowacje. Analizy, oparte na danych za
2016 r. pochodzacych z Europejskiego Badania Jakosci Zycia, przeprowadzono zaréwno dla
catego kraju, jak i osobno dla mieszkaricéw duzych miast, matych lub $rednich miast oraz
obszaréw wiejskich (w sumie uzyskano 24 zbiory mikrodanych). Do poréwnania oszacowanych
rozktadéw teoretycznych wykorzystano dwie miary dobroci dopasowania: wspotczynnik
podobienstwa rozktadéw (Wp) i indeks Mortary (A1). Zbadano réwniez odchylenia statystyk
opisowych opartych na rozktadach teoretycznych (mediana, srednia, decyl pierwszy i dziewiaty)
od wartosci empirycznych.

Najlepsze dopasowanie do danych empirycznych wykazat model Zengi, ale charakterystyki
opisowe rozktadu dochodéw oszacowane na podstawie rozktadu Daguma cechowaly sie
znacznie nizszg amplituda odchylen. Z badania wynika réwniez, ze nawet bardzo wysoka dobro¢
dopasowania do danych empirycznych, mierzona za pomoca A: i W), nie gwarantuje tego, ze
charakterystyki opisowe obliczone na podstawie teoretycznych parametréw rozkfadu beda
miaty takie same wartosci jak charakterystyki empiryczne.

Stowa kluczowe: rozktad Daguma, rozktad Singha-Maddali, rozktad Zengi, miary dobroci
dopasowania

1. Introduction

Distributions of income and wealth might be described using different types of
models, including empirical characteristics, e.g. histograms (Souma & Nirei, 2005),
which are relatively easy to make. On the other hand, using grouped data might be
a problem because of the need to close extreme class intervals, which is necessary to
determine several other distribution characteristics. At the end of the 19th century,
Pareto (1897) proposed a distribution of wealth and income based on the power law.
In the first half of the 20th century, Gibrat (1931) clarified that this law was
applicable mainly to the high-income and wealth range, while the majority followed
a lognormal distribution. Theoretical models of income distribution are widely used
in the economic literature (Ahmed, 2021; Al-Sabbah et al., 2021; Bhatti & Ahmad,
2019; Garcia Pérez & Prieto Alaiz, 2011; Graf & Nedyalkova, 2014; Jamal et al., 2020;
Malekzadeh & Kharrati-Kopaei, 2019; Moshrefi et al., 2018; Souma, 2001). The
values of income distribution parameters within one theoretical model differ across
countries and years, and depend on the adopted definition of income. However, in
general, similar shapes of income distributions in different configurations mean that
estimates from one empirical distribution can be used to approximate or confirm
incomes from other distributions (Hlasny, 2021). An additional advantage of using
theoretical models is the possibility of estimating models despite missing data. This
is especially important with regard to the top (the highest) income, about which
there is often a shortage of reliable information in databases (Anand & Segal, 2017;
Eckerstorfer et al., 2016). Poor or distorted measurement of top household incomes
can lead to misleading assessments of income inequality in a population, as well as
distortions in the trends and fluctuations of inequality over time (Blanchet et al,,
2018; Hlasny & Verme, 2015). The estimation of the shape of the income density
function based on the regularities observed in the income distribution is invaluable
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when inferring the full properties of the distribution from the available data
presented in the form of aggregate statistics (Chotikapanich et al., 2007; Hajargasht
& Griffiths, 2013; Pocock et al., 2002).

Income and wealth distributions can be described using theoretical distributions
with different numbers of parameters. The models most often used, i.e. those with two
and three parameters, are the limited versions of generalised functions with four-six
(or more) parameters. Three-parameter distributions are believed to be more flexible
and fit a set of empirical observations better than two-parameter ones (Kleiber & Kotz,
2003). This article focuses on the selected three-parameter distributions, namely the
Dagum and the Singh-Maddala distributions (which are the special cases of the
generalised beta distribution of the second kind, GB2, as shown by Chotikapanich et
al., 2018) and the Zenga distribution, obtained as a mix of Polisicchio and Pareto’s
distributions (Zenga et al., 2012). The first two were developed in the 1970s (Kleiber,
1996), and the Zenga distribution around 2010 (Zenga et al., 2012). The above-
mentioned models are considered flexible and well-fitted to empirical data (Trzcinska,
2022). According to Kleiber (1996), the Dagum income distribution provides a better
fit to empirical data than the Singh-Maddala model. Nonetheless, the latter has been
widely used in the economic literature to describe income distribution (Kumar, 2017).
Kakamu (2016) compared the goodness of fit of the Dagum and the Singh-Maddala
distributions in terms of the Akaike information criterion. As a result of simulation
studies using Monte Carlo experiments, the author demonstrated that the fit of the
distributions depends on two factors: the magnitudes of and the relationships between
the parameters. Bandourian et al. (2003) found the Dagum model to be the best three-
parameter distribution. However, they did not consider the Zenga model, as it did not
exist yet. The comparison of the Dagum and the Zenga models was the subject of the
work of Trzcinska (2021). On the basis of data from the 2014 Household Budget
Survey, the author observed that the Zenga distribution described the distribution of
wages of the Polish population better than the Dagum distribution. However, this
result was based on one database only, hence further research on theoretical
distributions should follow.

A precise estimation of income distribution is of key importance, because the
parameters of distributions are used not only for their own inference, but also for the
measurement of poverty and inequality, e.g. for the Gini coefficient (Chotikapanich &
Grifhiths, 2000; Eckernkemper & Gribisch, 2021). The aim of the study presented in
the article is to compare the selected three-parameter income distribution models, i.e.
the Singh-Maddala, the Dagum and the Zenga models, in terms of their goodness of
fit to empirical data. The study, in addition, checks how individual distributions
perform on relatively small samples.
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2. Research method

2.1. Theoretical three-parameter models of income distributions and their fit to
empirical data

Three-parameter models are characterised by very high accuracy of empirical
distributions. The family of distributions proposed by Singh and Maddala (1976)
depict empirical data (income and expenditure) relatively precisely. The probability
density of three-parameter Singh-Maddala distribution has the following form
(Kleiber, 1996):

f(x:a;b;q) = aqx®”

be1+(D)]

x>0, (1)

wherea, b, ¢ > 0.
Its cumulative density function can be expressed by:

F(x:a;b;q) = 1—[1+(§)a]_q, x > 0. (2)

The k-th moment of the analysed distribution exists for —a < k < aq, and is
equal to:

b*B(1+k/a,q-k/a) _ bkr(1+k/a)r(q-k/a)

E(X") = 3
X B(1,4q) r(q) ’ G)
where B(p, q) and I'(p) are the beta and gamma functions.
In particular, the expected value of the Singh-Maddala distribution is:
E(X) _ br(i+1/a)r(q—1/a) )

r(p)

The Dagum distribution (1977) is one of the most common models used to
describe wages and income. It was created on the basis of empirical observations.
The probability density function of the Dagum distribution has the following form
(Kleiber & Kotz, 2003):
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apxap—l
flx:a;b;p) = ori X >0,

por 1+ (5) ]
where a, b, p > 0.

The cumulative density function of this distribution is described by the equation:

(5)

F(x:a;b;p) = [1 + (%)_a]_p, x>0, (6)

where a, b, p > 0. The parameter b is a scale parameter, while a and p are shape
parameters.
The k-th moment of the Dagum distribution exists for —ap < k < a, and is equal to:

b*B(p +k/a,1—k/a) b*I'(p+k/a,1~k/a)

B(p,1) rp)
where B(p, 1) and I"(p) are the beta and gamma functions.
Hence, the expected value of the analysed distribution is:
br(p+1/a)r(1—1/a)
EX) = : (8)

r'(p)

The third model used in our study is the Zenga distribution, introduced in 2010
(Zenga, 2010; Zenga et al., 2012). The probability density function f (x: u; a; 8) in the
Zenga distribution has been obtained as a mixture of Polisicchio’s (2008) following
truncated Pareto density (Zenga et al., 2012):

VE o5 -1,-15 j g
v(x:y;k):?k'(l_k) x -’lf,ukaSk,,u>0,0<k<1
0, otherwise,

)

with a fixed u > 0 and all the values of k in the interval (0; 1). The density of the
parameter k is expressed by the beta density and has the following form:

kt(1-k)%' ifo<k<1;, 6>0a>0

glkia;0) = B(a; 0) (10)
0, otherwise,

where B(«; 0) is the beta function.
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The model is characterised by the probability density function f(x:u; a; 6), for
non-negative variables:

flewa;0) = flv(x:u; k)g(k: a;0)dk =

1 x 15 . o
—_— a—
2uB(a; 9) ,u J k (1—-k)2dk, for 0<x<upu a1
a u
1 1.5
2uB(a; 9) (z) J k@ 05(1 - k)?~2dk, for x >y,
’ 0

where u > 0; a > 0; 8 > 0 and B(«; 6) denotes the beta function.
In the case of 6 > 0, the cumulative density function F (x: y; a; 0) is described by
the equation:

Flx:p;a;0) =
1 C X i u 0.5 x '
—B(Q’Q)ZI{IB(;,CZ+1—1,9)—(;) IB(;,a+L—O.5,9)}
—< ifo<x<u (12)
U
B(ae) { —“+l—050)—13(—a+le)}
ifu <x,
where:
X
1B(x; a; 6) =f t*1(1-0)%1dt, 0<x<1 (13)
0

is the incomplete beta function.
The k-th moment of the analysed distribution exists for keN, k < a + 1 and equals to:

I(Zku 1B g B@—k+1,0-1)-Bla+ko-1)} ifo>1
EXY) = K 2k—1 (14)
u
2k—1B(a9)zB(“‘k+’9) ifo > 0.

The expected value E (X) is always equal to parameter p.
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The density function of three-parameter models of income distributions is very
flexible and its plot can have different shapes depending on the values of the
parameters.

The Singh-Maddala and Dagum models were fitted to individual income data using
the maximum likelihood estimation. D’Addario invariant methods were adopted to
fit the Zenga model to empirical data. Both estimation methods required the
employment of numerical optimisation using the Mathematica program. Table 1
contains empirical statistics for the income used in the analysis.

To find the degree of adjustments of a theoretical distribution to the empirical one,
the goodness of fit measures, the distribution similarity coefficient W, and the Mortara
index A, were calculated. The distribution similarity coefficient was first proposed by
the Polish economist, demographer and statistician Egon Vielrose in 1960. For the
empirical data arranged into a grouped frequency distribution with s-class intervals,
it can be calculated according to a simple formula (Vielrose, 1960):

N
W, = Z min {n;, i;}, (15)
=1

where n; and fi; represent empirical and theoretical relative frequencies, respectively.
The bigger the value of W}, (0 < W, < 1), the higher the consistency of the compared
distributions. The value of this coefficient may vary depending on the number of
intervals used in the calculations and their values.

Another measure of fit is described by the following formula (Zenga, 2010):

s
1
A =— ;— .
1 nz |n] n]l (16)
Jj=1

The Mortara index A, has values in the range [0,1]. The lower the value of this index,
the higher the consistency of the compared distributions.

2.2.Income data

These models were chosen in such a way as to compare the two most commonly used
three-parameter distributions employed to describe income, wages, expenses and
wealth with a distribution that is still relatively new and not so widely used, yet seems
to be very useful. The study was performed on the basis of disposable income per
person in six European economies: France, Germany, Hungary, Czechia, Poland and
Slovakia. These countries were selected with representing economies of different sizes
and levels of development in mind, i.e. the countries from Western as well as Central
and Eastern Europe. In addition to income distributions for entire populations, ones
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for cities, small or middle-sized towns and rural areas were estimated in order to
increase the number of data sets. The size of the place of residence was chosen as
a variable separating subsets in the analysed countries due to the urban-rural income
gap. The difference in income level and inequality between people living in urban and
rural areas is widely described in the literature (Kozera et al., 2014; Shucksmith et al.,
2009; Thiede et al., 2020; Zhong et al., 2022). This way, the total number of 24 datasets
was obtained, coming from different societies with diverse levels of income and
inequality, and thus producing different sample sizes (there were 1,371 observations in
the largest subset and only 121 in the smallest one).

To achieve the aim of the study, we used microdata from the most recent round of
the European Quality of Life Survey (EQLS) from 2016. The EQLS contains
information about the living conditions and the social situation of European citizens,
including subjective wellbeing, the quality of public services and the quality of society.
Depending on the size of the country and the national conditions, the sample ranged
from 600 to 1,400 people in each country. The target population was adults whose
usual place of residence was in the country surveyed. Respondents were selected using
a stratified clustered multistage sample design. The sample in each country was divided
into strata defined by the region and the degree of urbanisation (Eurofound, 2017).
The variable used for estimations was disposable income per person expressed in euros
according to the purchasing power parity (PPP). The variable was defined as the total
income of a household available for spending or saving, divided by the number of
household members. Observations with negative and zero incomes were excluded
from the analysis - this affected less than 1.5% of all observations for all of the data set.
Table 1 presents selected empirical characteristics of income distributions (median,
mean, first decile and ninth decile) in total (for whole populations) and by place of
residence as well as the sample sizes in the analysed countries. In the EQLS study, the
type of place of residence is determined by the respondent based on his/her subjective
opinion.

Table 1. Empirical characteristics of disposable income per person distributions based on EQLS
(in EUR according to PPP)

Place of residence Median | Mean ‘ D1 | D9 | Sample size
France
Small or middle-sized town ................ 580.8325 836.4996 132.4559 | 1,742.4976 240
Big town 677.6379| 950.0415| 1104619 | 1,742.4976 343
Rural area or village .......occeovveeerneveunnne 7744434 | 1,071.7780 260.4276 | 1,936.1084 411
Total 688.5860 | 972.9630| 177.4770 | 1,742.5000 994
Germany

Small or middle-sized town ................ 827.5405 946.0331 282.7430 | 1,688.1827 566
Big town 993.0487 | 1,174.1950 380.4756 | 2,085.4022 522
Rural area or village ......ccceomeeeerneveunnne 814.2999 960.7440 295.5502 | 1,688.1827 283
Total 882.7100 | 1,035.9400 | 313.5940 | 1,837.1400 1371
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Table 1. Empirical characteristics of disposable income per person distributions based on EQLS

(cont.)
Place of residence Median Mean D1 D9 Sample size

Hungary

Small or middle-sized town ............... 444.1380 641.6913 146.5699 | 1,482.3944 266

Big town 602.5993 789.6147 2259748 | 1,446.2384 251

Rural area or village .......cccovvevereneceunnne 392.1103 537.3574 125.5415 964.1590 220

Total 482.0790 657.5020 150.6500 | 1,330.8000 758
Czechia

Small or middle-sized town .............. 602.4096 779.4588 240.2593 | 1,428.5714 235

Big town 743.1651 1,024.2480 2949068 | 1,936.3167 220

Rural area or village ......ccccovvevernecennnne 552.0655 672.8810 227.4995 | 1,146.5976 231

Total 636.9990 822.0740 242.3360 | 1,465.1000 686
Poland

Small or middle-sized town ............... 364.8388 535.0523 122.7924 | 1,158.1368 207

Big town 519.0796 718.8425 159.6720 | 1,349.6070 209

Rural area or village ......ccccovveeerneceunnne 340.4669 456.3200 93.1602 | 1,361.8677 317

Total 370.7710 | 553.4070 119.7880 | 1,112.3100 733
Slovakia

Small or middle-sized town .............. 463.2631 609.1344 193.4090 | 1,134.5220 304

Big town 623.3637 845.0710 241.1824 | 1,782.8201 121

Rural area or village .......cccoemevermeeeunnne 410.5889 512.2028 148.0489 964.7295 329

Total 459.2110 | 604.7020 176.1680 | 1,134.5200 754

Note. The individual categories of the places of residence were obtained from the EQLS.
Source: authors’ calculations.

The size of individual samples according to the place of residence of the population
ranged from 121 (big town, Slovakia) to 566 (small or middle-sized town, Germany).
As regards sample sizes of the countries, Czechia had the smallest sample (686), and
Germany had the largest one (1,371).

In all countries except France, the highest average income was obtained by
respondents living in big towns. The average income in cities was between 19%
(Hungary) and 28% (Slovakia) higher than the average income in small and medium-
sized towns. Compared to respondents living in rural areas, the differences were even
greater — the average income in cities in Hungary was 47% higher than in rural areas,
in Czechia by 52%, in Poland by 58%, and in Slovakia by even as much as 65%. In
Germany, the difference between the average income in rural areas and in small and
middle-sized towns was relatively insignificant. In France, on the other hand, the
highest average income was earned by people living in rural areas, and the lowest by
the residents of small and medium-sized towns. It should be remembered that the
actual differences might have been greater. Allowances have to be made for the
potential selective non-response, because richer regions tend to have greater non-
response biases.

In all the studied groups, the median was lower than the mean, which confirms
the right-hand asymmetry of the distributions. The smallest difference between the
median and the average was observed in the case of people living in small or middle-
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sized towns in Germany (14%), and the largest in the case of residents of small or
middle-sized towns in Poland (47%). The 10th quantile most often totals about 30%
of the median value, which means that 10% of the poorest respondents in a given
group have the income of about 30% of the median of that group. In big towns in
France, however, the 10th quantile on average totalled only 16% of the median. As
regards the 10% of the richest respondents within the subsets, their income ranged
from twice to four times higher than the median in their subgroup (small or middle-
sized towns, Germany, and rural areas or villages, Poland, respectively).

3. Results and discussion

The results of the approximation of the empirical income distributions in the analysed
countries by means of the three-parameter models, together with the goodness of fit
measures, are presented in Tables 2-4.

Table 2. Estimation results of the Singh-Maddala density function and indexes of the goodness

of fit
Place of residence ‘ a | b | q | Ay | W,
France
Small or middle-sized town . 1.2621 3,051.10 5.5624 | 0.178022 0.909556
Big town 1.1550 2,137.93 2.6733 0.283778 0.857894
Rural area or village ......ocevevenecernnecernncnnns 1.9809 790.71 1.1380 | 0.188833 0.905376
Total 1.4188 1,508.86 2.5356 | 0.134466 0.907597
Germany
Small or middle-sized town ........coeeeeveerrverenee 2.7679 641.38 0.6236| 0.120072 0.939700
Big town 1.9955 1,676.64 2.3431 0.094180 0.952360
Rural area or village ......occevvevenecernnevernncnnns 1.8992 1,517.41 2.6472 0.140801 0.928057
Total 1.8957 1,774.25 2.9706 | 0.083111 0.958267
Hungary
Small or middle-sized town ........coeceveververe 1.7131 614.04 1.5069 | 0.175075 0.908729
Big town 2.2120 616.70 1.1048 0.123091 0.937141
Rural area or village 1.6724 575.69 1.7057 | 0.174959 0.911518
Total 1.7517 649.07 1.5498 | 0.117492 0.940097
Czechia
Small or middle-sized town ........coeceevererrerre 1.8920 905.19 1.8056 | 0.227210 0.885651
Big town 2.5545 632.21 0.8102 0.211035 0.892178
Rural area or village ......occeevenecernnecernncnnns 2.2074 755.91 1.6979 | 0.171770 0.913185
Total 2.1904 702.65 1.2360 | 0.097537 0.950248
Poland
Small or middle-sized town ........coeceevererrerre 2.0256 367.15 1.0150 | 0.146847 0.924981
Big town 2.1266 527.29 1.0602 0.136442 0.930366
Rural area or Village ......ccevvecerecernnecernncnnns 1.5762 573.31 2.0125| 0.076279 0.961583
Total 1.7533 501.90 1.4264 | 0.056132 0.971257
Slovakia
Small or middle-sized town ........coeceevererrerre 2.3601 448.47 0.7777 | 0.150660 0.917436
Big town 2.9497 485.70 0.6589 0.260820 0.866792
Rural area or village ......occeevenecernnecernncnnns 2.0086 557.05 1.6511| 0.157342 0.920247
Total 2.1011 555.52 1.3435| 0.140815 0.929203

Note. Asin Table 1.
Source: authors’ calculations.
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Table 3. Estimation results of the Dagum density function and indexes of the goodness of fit

Place of residence | a ‘ b ‘ p | Ay W,
France
Small or middle-sized town .........ceuuevrenneee 2.8001 1,164.97 0.3739 0.194351 0.899697
Big town 3.0510 1,393.99 0.2920 0.137961 0.930998
Rural area or village ......ocevevenecernnecernncnnns 2.1862 801.09 0.8584 0.191253 0.904142
Total 2.6756 1,171.66 0.4237 0.144665 0.927609
Germany
Small or middle-sized town .........coeeveurmereunnne 3.0012 1,025.36 0.6378 0.155527 0.918507
Big town 3.4106 1,390.75 0.4906 0.073852 0.962086
Rural area or Village ......ocoeeeeerneeeesnecerrecnens 3.1783 1,110.12 0.5255 0.168008 0.912949
Total 3.5121 1,290.10 | 0.4518 0.109756 0.944529
Hungary
Small or middle-sized town 2.3035 591.50 0.6567 0.171373 0.910340
Big town 2.5048 667.06 0.7913 0.118852 0.939480
Rural area or Village .......ocoeeeermeeeesnecernecenns 2.6284 581.43 05114 0.156070 0.921073
Total 2.4476 635.32| 0.6165 0.114667 0.941406
Czechia
Small or middle-sized town .| 2.8408 822.53| 0.5709 0.211493 0.893247
Big town 2.2984 684.73 1.0752 0.167119 0.914800
Rural area or Village ........oeeeeeeseessessse 3.3476 73835| 0.5498 0.138266 0.929908
Total 2.7186 756.39 | 0.6943 0.089362 0.954501
Poland
Small or middle-sized town 2.0822 379.92 0.9393 0.147217 0.924895
Big town 2.2530 542.63 0.9027 0.137101 0.930104
Rural area or Village ......occcveeenecernnecennnncnnns 2.4037 466.81 0.5758 0.065757 0.966501
Total 2.2334 480.64 0.7143 0.044131 0.977036
Slovakia
Small or middle-sized town .......cccccccuennuccees 2.7967 601.67 0.6542 0.093397 0.950302
Big town 2.1937 474.00 1.4991 0.274822 0.860556
Rural area or village ......ocevevenecernnecernncnnns 2.9041 534.62 0.5940 0.126323 0.935575
Total 2.6689 565.80 0.6963 0.132475 0.933340

Note. Asin Table 1.

Source: authors’ calculations.

Table 4. Estimation results of the Zenga density function and indexes of the goodness of fit

Place of residence u ‘ a ‘ 6 | Ay W,
France

Small or middle-sized town 836.4996 1.4565 3.5285 0.167075 0.912073

Big town 950.0415 | 1.5524| 3.5492 0.191328 0.904237

Rural area or Village ......ccevvecerecernnecernncnnns 1,071.7780 1.9514| 4.3436 0.184949 0.907460

Total 972.9626 | 1.5174| 3.5292 0.056900 0.971400
Germany

Small or middle-sized town .........coeeveurmereunnne 946.0331 2.7878 4.2090 0.194233 0.900657

Big town 1,174.1950 | 2.0482| 3.0133 0.053512 0.971632

Rural area or Village .......occoeeeermeeeesneeerrecnens 960.7440 2.2014 3.4891 0.161042 0.916108

Total 1,035.9410 | 2.0620 | 3.0892| 0.116400| 0.940700
Hungary

Small or middle-sized town 641.6913 1.5433 | 3.4920 0.178420 0.908747

Big town 789.6147 2.0067 3.5466 0.130463 0.934076

Rural area or Village ......occevevenrecernncvernncnnns 537.3574| 1.6656| 3.5196 0.138556 0.929639

Total 657.5017 | 2.0054| 4.3073| 0.101300| 0.948400
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Table 4. Estimation results of the Zenga density function and indexes of the goodness of fit (cont.)

Place of residence u | o ‘ 0 Ay ‘ W,

Czechia

Small or middle-sized town .........coeeveurmereunnne 779.4588 2.0194 2.9465 0.190464 0.902981

Big town 1,024.2480 | 1.7709| 3.4567 0.230255 0.883677

Rural area or Village .......ocoeeeerneeeesneeerrecnens 672.8810 1.8984 2.6490 0.091923 0.952834

Total 822.0742| 2.0000| 3.0000 0.137700 | 0.930900
Poland

Small or middle-sized town .........ccoovcvercc. 535.0523 15175 3.5458 0.212488 0.892864

Big town 718.8425 2.0092 4.4804 0.147245 0.925199

Rural area or village ......ocevevenecernnecernnncnens 456.3200 1.5438 | 3.4923 0.060985 0.968947

Total 553.4071 1.5183 | 3.5151 0.079600 0.959500
Slovakia

Small or middle-sized town .........coeeeeurrereunnne 609.1344 2.3096 4.0751 0.093935 0.952110

Big town 845.0710| 2.0810| 3.9522 0.409447 0.794618

Rural area or Village ......oceoveeeerveeeernecerrecnnns 512.2028 1.7403 2.9350 0.101635 0.947497

Total 604.7018 | 2.0004 | 3.2539 0.115000 | 0.942200

Note. As in Table 1.

Source: authors’ calculations.

In the case of the Singh-Maddala distribution estimated for the whole countries,
the best goodness of fit, measured both with W, and A;, was obtained
for Poland (4; = 0.056132,W, = 0.971257) and Germany (4; = 0.083111,
W, = 0.958267), and the worst for Slovakia (4; = 0.140815, w,, = 0.929203). As
for distributions estimated by the place of residence, the best goodness of fit was
obtained for rural areas in Poland (4; = 0.076279, W, = 0.961583) and big towns
in Germany (4; = 0.094180, W, = 0.857894), and the worst for big towns in
Slovakia (4; = 0.260820, W, = 0.866792) and big towns in France (4; =
= 0.283778, W, = 0.857894).

The measures of goodness of fit used for the Dagum distribution indicate the best
fit for Poland (4; = 0.044131,W, = 0.977036) and the worst for France
(A; =0.144665, W, =0.927609). As for distributions estimated by the place of
residence, the best goodness of fit was obtained for rural areas in Poland
(A; = 0.065757, W, = 0.966501) and big towns in Germany (4; = 0.073852,
W, = 0.962086), and the worst for big towns in Slovakia (4; = 0.274822,
W, = 0.860556) and small or middle-sized towns in Czechia (4; = 0.211493,
W, = 0.893247).

In case of the Zenga distribution, the best goodness of fit was observed for France
(A; =0.0569, W, =0.9714)and the (A; = 0.1377,
W, = 0.9309). As for distributions estimated by the place of residence, the best
goodness of fit was obtained for big towns in Germany (4; = 0.053512,

worst for Czechia
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W, = 0.971632) and rural areas in Poland (4; = 0.060985, W,, = 0.968947), and
the worst for big towns in Slovakia (4; = 0.409447, W,, = 0.794618), big towns in
Czechia (A; = 0.230255, W, = 0.883677), and small or middle-sized towns in
Poland (4; = 0.212488, W,, = 0.892864).

The results of the analysis show that the applied goodness of fit measures (4, and
W,) give consistent results. An interesting observation is also that the theoretical
models estimated for rural areas in Poland and big towns in Germany are always
characterised by the best fit to empirical data, regardless of the used model. The
estimations for big towns in Slovakia, on the other hand, were always the worst fit to
empirical data. It is probably related to the fact that the sample size in this group was
the smallest. Hence, it should be assumed that asample of approximately 120
observations is too small to estimate the parameters of the studied theoretical
distributions with a satisfactory level for goodness of fit to empirical data.

When it comes to income distributions estimated for entire countries, there is no
consistency between the models. Two of them, the Singh-Maddala and the Dagum
models, showed the best goodness of fit for Poland, whereas the Zenga distribution was
the most accurate in the case of France. Meanwhile, the Dagum distribution for France
showed the worst goodness of fit. Therefore, as regards fitting distributions for entire
countries, no relationship between the number of observations and the model fit was
found.

Regarding the goodness of fit of distributions in selected countries, the
Singh-Maddala distribution turned out to fit the empirical data best in six cases: twice
for Poland (small or middle-sized towns and big towns), three times for Germany
(total, small or middle-sized towns and rural areas or villages) and once for Slovakia
(big towns). It yielded the weakest match for the data 12 times. The Dagum
distribution was also best matched to the empirical data six times: twice for Hungary
(small or middle-sized towns and big towns) and for Czechia (total and big towns),
and once for France (big towns) and for Poland (total). In the remaining cases (12 out
of 24), the Zenga distribution generated the best goodness of fit. However, this latter
distribution produced the weakest fit to data nine times, while in the case of the Dagum
distribution, it was only three times.

In the subsequent step of our analysis, we checked whether imperfections in the
goodness of fit translate into the values of descriptive characteristics of the
distributions. Values of the median, mean and the first and ninth deciles calculated on

the basis of theoretical distributions are presented in Tables 5-7.
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Table 5. Estimation results for income distributions using the Singh-Maddala distribution
(in EUR, according to PPP)

Place of residence Median Mean D1 D9
France
Small or middle-sized town .............. 615.920 836.316 132.7084 1,797.3781
Big town 745.144 1,254.160 132.2848 2,801.2894
Rural area or village .......cccvevevernncc. 723.537 1,060.330 243.5125 2,044.1944
Total 667.502 946.092 162.7044 1,988.7384
Germany
Small or middle-sized town .............. 829.625 1,368.380 347.9808 2,412.4427
Big town 982.510 1,170.010 358.3106 2,169.0339
Rural area or village .......cccvevevernnnce. 804.034 960.5470 280.8428 1,802.3208
Total 876.728 1,033.790 307.6868 1,928.2020
Hungary
Small or middle-sized town .............. 448,612 649.005 132.6407 1,298.8749
Big town 579.888 793.667 217.8267 1,489.9941
Rural area or village .......occcvevevurnnnce. 380.982 536.046 110.9745 1,078.4874
Total 468.066 658.536 142.6301 1,309.2773
Czechia
Small or middle-sized town .............. 605.958 776.105 204.7703 1,493.7398
Big town 711.558 1,030.450 291.9010 1,878.4960
Rural area or village ......cocccvvmeverneceens 554,271 668.884 217.6169 1,220.8425
Total 616.943 812.987 232.8392 1,522.8512
Poland
Small or middle-sized town .............. 363451 558.304 123.1440 1,066.1856
Big town 507.730 729.221 182.2925 1,383.0816
Rural area or village ......ccccevmevernecnens 326.224 455.011 89.7216 928.9193
Total 384.116 558.201 115.9931 1,110.3556
Slovakia
Small or middle-sized town .............. 523.135 840.266 197.9267 1,537.3828
Big town 599.804 886.007 268.1621 1,571.7073
Rural area or village ......cccceveeverrnecneee 402.902 511.011 143.8295 967.8638
Total 460.797 604.784 168.5264 1,142.5726

Note. As in Table 1.
Source: authors’ calculations.

Table 6. Estimation results for income distributions using the Dagum distribution
(in EUR, according to PPP)

Place of residence Median Mean D1 D9
France

Small or middle-sized town .............. 638.504 857.592 129.2307 1,739.3206

Big town 661.038 880.031 105.1216 1,831.8194

Rural area or village .......cccoemevevnecnens 725.400 1,062.910 242.5935 2,032.6507

Total 689.396 936.230 154.0020 1,879.8120
Germany

Small or middle-sized town .............. 818.749 1,002.950 310.7601 1,816.8727

Big town 997.357 1,172.820 352.1573 2,114.4666

Rural area or village .......occcveveverunncc. 808.458 975.112 280.7836 1,782.5106

Total 893.139 1,043.200 302.7669 1,887.7029
Hungary

Small or middle-sized town .............. 450.085 647.166 130.7104 1,262.7777

Big town 583.017 778.071 213.4751 1,452.4205

Rural area or village ......ccccoemevernecnens 388.880 521.442 105.2884 1,019.0964

Total 471.199 650.926 139.5047 1,262.0189
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Table 6. Estimation results for income distributions using the Dagum distribution (cont.)

Place of residence Median Mean D1 D9
Czechia
Small or middle-sized town .............. 607.281 769.396 200.1026 1,442.6406
Big town 714.991 994.420 284.7556 1,841.1662
Rural area or village ......oocccvevevernnncc. 559.697 659.330 212.2957 1,174.8315
Total 620.406 755.045 226.3735 1,471.2132
Poland
Small or middle-sized town .............. 364.244 553.191 122.2262 1,057.2663
Big town 508.981 725.368 181.3277 1,371.5144
Rural area or village ......cccccceeeveuneceens 328.168 462.894 89.1166 910.3788
Total 385.240 563.423 115.5740 1,095.1105
Slovakia
Small or middle-sized town .............. 479.637 607.411 172.7654 1,122.6397
Big town 603.893 857.400 262.8374 1,564.7735
Rural area or village .......oocccvevevernnncc. 406.756 508.115 141.7481 940.2282
Total 463.189 599.611 166.2082 1,115.5694
Note. As in Table 1.
Source: authors’ calculations.
Table 7. Estimation results for income distributions of the Zenga distribution
(in EUR, according to PPP)
Place of residence Median Mean D1 D9
France
Small or middle-sized town .............. 580.8331 836.4996 150.7966 1,656.7101
Big town 677.6388 950.0415 187.9809 1,863.3072
Rural area or village ......ccccccemeveuneceens 7744434 1,071.7780 247.6063 2,118.9151
Total 698.4715 972.9626 190.7852 1,913.3949
Germany
Small or middle-sized town .............. 780.2320 946.0331 331.3163 1,700.0638
Big town 979.7847 1,174.1950 376.1671 2,073.7993
Rural area or village ......ccccccemeveuneceens 783.4988 960.7440 300.8421 1,737.4737
Total 859.8330 1,035.9410 328.6319 1,839.4248
Hungary
Small or middle-sized town .............. 459.7336 641.6913 127.5409 1,160.7511
Big town 622.3187 789.6147 220.0479 1,466.8726
Rural area or village ......oocccvvvevernnnce. 396.4135 537.3574 118.5043 1,037.4631
Total 482.0772 657.5017 158.2620 1,289.2900
Czechia
Small or middle-sized town .............. 652.0640 779.4588 249.6615 1,372.7520
Big town 779.4871 1,024.2480 248.9504 1,943.0539
Rural area or village .......cccvvveverncc. 570.4905 672.8810 216.4867 1,167.7065
Total 682.3780 822.0742 257.2524 1,458.4857
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Table 7. Estimation results for income distributions of the Zenga distribution
(cont.)
Place of residence Median Mean D1 D9

Poland

Small or middle-sized town .............. 353.8860 535.0523 120.6657 1,053.4646

Big town 504.2789 718.8425 168.0200 1,424.2699

Rural area or village ......ccccoemevernecnens 326.9639 456.3200 90.7380 1,300.0000

Total 392.4600 553.4071 106.7415 1087.0841
Slovakia

Small or middle-sized town .............. 479.7762 609.1344 180.1855 1,484.2422

Big town 649.2727 845.0710 227.0333 2,124.0281

Rural area or village ......cocccvvmeverneceens 410.5890 512.2028 137.8010 1,239.4693

Total 489.7506 604.7018 178.6988 1,097.4400

Note. Asin Table 1.

Source: authors’ calculations.

It is worth stressing that the Zenga model approximates the arithmetic mean with
a 100% accuracy, which results from the method of estimating distribution parameters.
Furthermore, the Dagum model approximates the mean better than the Singh-
Maddala one. The exact percentage differences between the theoretical characteristics
calculated on the basis of the estimated parameters of the analysed models and the
empirical characteristics are presented in Table 8.

The Singh-Maddala distribution was best at estimating the median. It overestimated
the median by more than 10% in only one of 24 cases, while in 83% of cases, the
theoretical median differed from the empirical one by less than 5%. This model
performed worse in the case of average estimations: three times the theoretical value
deviated from the empirical one by more than 30%. The estimates of D1 and D9 were
even less accurate — in six and eight cases, respectively, they differed by more than 10%
from the empirical values. Moreover (especially in the case of D9), these differences
were very large (a difference by even as much as 61% in the case of big towns in France).

As regards the median estimated by the Dagum distribution, no value differed by
more than 10% from the empirical values, and only two differed by more than 5%. The
situation was similar in the case of the mean estimated by the Dagum model - only
three values deviated from the empirical ones by over 5% (but by less than 10%). The
quantile estimates were slightly less accurate. In the case of D1, five deviations from
empirical values by more than 10% were observed, with the greatest one equal to 17%.
Regarding D9, there were three such cases, with the largest deviation amounting to
33%. It is also worth noting that all these deviations with an amplitude above 10% are
negative, i.e. they lower the value of D9.
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The Zenga model coped very well with the estimation of the median. Only five times
the difference between the estimated and empirical values was greater than 5% (but
always lower than 10%), and in five cases, the estimated value was identical to the
empirical one, which was a unique achievement, not repeated by any of the previous
models. However, the estimates of the quantile values by this model were much less
accurate. For D1, in six cases the estimated values differed from the empirical ones by
more than 10%, including one by more than 70%. Only in 10 cases did the estimated
D1 values differ by less than 5% from the empirical ones. As regards D9, in four cases
the estimated values differed from the empirical ones by more than 10% (in three
of them by over 20%). A difference of less than 5% was observed for 58% of the
estimated D9.

In order to check whether there is arelationship between the assessment of
goodness of fit of the distribution to empirical data and the deviation of theoretical
characteristics from empirical values, the linear correlation coefficient between the
Mortara index and the absolute values of the theoretical deviations from empirical
values were calculated. The results are presented in Table 9.

Table 9. Pearson’s linear correlation coefficients between the assessment of goodness of fit
and the deviation of theoretical characteristics from empirical ones

Characteristics
Distribution
median mean D1 D9
0.3103 0.1901 0.3950 0.2838
0.1445 —0.0160 0.2736 —0.0042
Zenga 0.1553 0.1904 0.1553

Source: authors’ calculations.

As shown in Table 9, the relationship between the assessment of the distribution’s
adjustment to empirical data and the assessment of the deviation of the distribution
characteristics from the empirical values is weak. The lack of the value for the mean in
the Zenga distribution results from the construction of this distribution. Only for the
Singh-Maddala model can it be expected that the estimated median and D1 quantile
are slightly closer to the empirical values in the case of better goodness of fit to
empirical data. However, it should be noted that in almost all cases in our study, the
goodness of fit of theoretical distributions to empirical data was high and the analysed
differences in goodness of fit were very small.
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4. Conclusions

Theoretical models are an important tool for the research of income and wealth
distribution. All the three-parameter income distribution models described in this
study, namely the Singh-Maddala, the Dagum and the Zenga models, are widely used
and offer an acceptable level of goodness of fit to empirical data. The results of model
selection for the analysed countries, treated as a whole, show that for France, Hungary
and Slovakia, the best-fitted model was the Zenga distribution. For Czechia and Poland
it was the Dagum distribution. The Singh-Maddala model, on the other hand, was
best-fitted to Germany only. When it comes to separate subsets based on the size of
the place of residence, the results indicate that for Germany and Poland, the Singh-
Maddala model was the best fit in most cases, for Hungary, it was the Dagum model,
while for France, Czechia and Slovakia, the Zenga model was the most accurate. In
general, the Zenga model fitted the data best in 12 out of 24 analysed data sets. The
Singh-Maddala model offered the best fit as many times as the Dagum model.

As regards the high goodness of fit of theoretical distributions to empirical data, the
accuracy of the description characteristics of the income distribution turned out to be
weakly correlated with the Mortara index. From the point of view of the estimation of
the parameters of the studied distributions, the Zenga model was best at estimating
the median. The Dagum model performed slightly worse in this area, while the Singh-
Maddala one obtained the poorest results. Regarding the D1 and D9 estimation, the
Dagum model was the closest to the empirical estimates, while the Zenga and the
Singh-Maddala models produced much worse results.

To sum up, it is not possible to choose one ‘best model. Although the Zenga
distribution best fitted the empirical data the greatest number of times (using measures
A; and W), the deviation of the parameters of income distribution estimated by the
Dagum distribution from empirical values had a much lower amplitude. Moreover,
our study shows that even very high goodness of fit to empirical data, measured using
the Mortara index and the coeflicient of the similarity of distributions, does not
guarantee that the theoretical descriptive characteristics of the distribution would have
the same values as the empirical ones. Our research does not point to reasons for this
situation. More research is necessary in the future to find out which model would yield

the best estimates in a given case.
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Maciej Miechowita — polski pionier paristwoznawstwa

Czestaw Domanski?, Alina Jedrzejczak®, Jerzy T. Kowaleskic

Streszczenie. Maciej z Miechowa, zwany Miechowita, byt polskim historykiem, geografem i le-
karzem przetomu XV i XVI w. Celem artykutu jest przedstawienie dokonan Miechowity w zakresie
panstwoznawstwa, ktére wraz z arytmetyka polityczng doprowadzity do uksztattowania sie sta-
tystyki jako samodzielnej dyscypliny naukowej. Autorzy przesledzili droge zyciowa uczonego
i omowili te jego dzieta, w ktérych mozna odnalez¢ elementy parnstwoznawstwa: Chronica Polo-
norum (Kronika Polakdw), a konkretnie rozdziaty drugi i trzeci ksiegi pierwszej Kroniki..., oraz
Tractatus de duabus Sarmatiis Asiana et Europiana et de contentis in eis (Traktat o dwdéch Sarma-
¢jach, Azjatyckiej i Europejskiej, i o tym, co sie w nich znajduje). Wskazali takze na przejawy dziatal-
nosci charytatywnej Miechowity.

Stowa kluczowe: Maciej z Miechowa, Miechowita, panstwoznawstwo, Sarmacja Azjatycka,
Sarmacja Europejska

JEL: B16, NO1

Maciej Miechowita - Polish pioneer of state studies

Abstract. Maciej of Miechdw, also referred to as Miechowita, was a Polish historian, geographer
and physician, living at the turn of the 15th and 16th centuries. The aim of the article is to present
the achievements of Maciej of Miechéw in the sphere of state studies, which, along with political
arithmetic, led to the formation of statistics as an independent scientific discipline. The authors
traced the life path of the scholar and described those of his works that included elements
of state studies: the second and third chapter in Book One of The Chronicle of the Poles
and The Treatise on the Two Sarmatias of Asia and Europe. The authors also point out the
manifestations of Miechowita’s charitable activities.

Keywords: Maciej of Miechéw, Miechowita, state studies, Asian Sarmatia, European Sarmatia

1. Wprowadzenie

Analiza dokonan przedstawiciela dowolnej dyscypliny naukowej wiaze sie z przesle-
dzeniem jego zycia, zwlaszcza w latach, ktére ksztaltowaly poglady, zainteresowania
i aktywno$ci badanej postaci. W odniesieniu do Macieja z Miechowa, zwanego
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Miechowity!, powigzanie drogi zyciowej i wyksztalcenia z dokonaniami w réznych
dziedzinach nauki akcentowali m.in. Barycz (1960, s. 13-64), Hajdukiewicz (1960a,
s. 9-50, Hajdukiewicz, 1960c) oraz Matuszynski i Olszewicz (1967, s. 25 i nast.)%. Ce-
lem niniejszego artykulu jest przedstawienie dokonan Miechowity w zakresie pan-
stwoznawstwa, ktore wraz z arytmetyka polityczng doprowadzity do uksztaltowania
sie statystyki jako samodzielnej dyscypliny naukowej. Pafistwoznawstwo nalezy tu ro-
zumie¢ jako przedstawianie stanu panstwa lub regionu nie tylko za pomocg liczb, lecz
takze przez pryzmat innych cech i charakterystyk, np. geograficznych, etnicznych i go-
spodarczych (Ostasiewicz, 2012, s. 33 i nast.).

2. Droga zyciowa i osiggniecia

Data urodzenia Macieja Miechowity budzi watpliwosci. W epitafium napisanym przez
Mikoflaja z Wieliczki - serwisora (stuzacego), ucznia i mlodszego kolege Miechowity
w Katedrze Medycyny Akademii Krakowskiej, a wreszcie beneficjenta stypendium na
studia medyczne (doktorskie) we Wloszech ufundowanego przez Miechowite — po-
dane sg data $mierci: 8 wrzesnia 1523 r. i wiek: 66 lat. Z tego wynika, ze Miechowita
urodzit si¢ w 1457 r. Niektdrzy badacze wskazujg date o kilka lat wcze$niejsza, powo-
tujac sie na zapiski w ksiegach parafialnych w Miechowie (Maluszynski i Olszewicz,
1967, s. 25), ale wigkszo$¢ opowiada sie za uznaniem za wlasciwy roku urodzenia wy-
dedukowanego z epitafium (Barycz, 1960, s. 467). Miechowita rozpoczal nauke
w szkole parafialnej w Miechowie prowadzonej przez zakon bozogrobcéw. Uczyt sie
réwniez w jednej ze szkél parafialnych w Krakowie, prawdopodobnie w szkole przy-
katedralnej na Wawelu, przygotowujacej kandydatdéw na studia w Akademii Krakow-
skiej (Krakowiecka, 1956, s. 59-60).

W zrédiach, w ktérych w réznych kontekstach pojawia sie nazwisko Miechowity
(Krakowiecka, 1956, s. 42-44), brakuje wielu informacji o jego dziecinstwie
i mlodosci, np. dotyczacych finansowania jego pobytu i ksztalcenia w przykatedralnej
szkole w Krakowie, a nastepnie w Akademii Krakowskiej, czy fundatora stypendium,
dzigki ktoremu mial mozliwo$¢ odbycia studiéw medycznych w Italii. Prawdopodob-
nie podczas studiow byt serwisorem jednego z zamozniejszych profesoréw — mieszkat
z nim i prowadzil jego gospodarstwo domowe. Byl to wowczas dos¢ powszechny

T Jego wiasciwe nazwisko (lub przydomek), przyjete od ojca Stanistawa, ktory byt rolnikiem w Miechowie,
brzmi Karpiga. W dorostym zyciu Miechowita sie nim nie postugiwat. Nie zostato wymienione nawet w jego
epitafium.

2 Warto nadmieni¢, ze Henryk Barycz byt historykiem nauki i kultury oraz archiwista, autorem prac dotycza-
cych okresu odrodzenia w Polsce, w tym zyciorysu Miechowity. Leszek Hajdukiewicz, rowniez historyk i ar-
chiwista, byt uczniem Barycza; swojg rozprawe habilitacyjng poswiecit ksiegozbiorowi Miechowity. Bole-
staw Olszewicz, geograf i bibliotekarz, byt redaktorem pracy poswieconej historii badan geograficznych
w Polsce i wybitnym polskim geografom, w ktdrej zamiescit, napisany razem z Marianem Matuszewiczem,
historykiem i kartografem, rozdziat poswiecony Miechowicie.
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sposob na znalezienie kwatery i zdobycie srodkéw na utrzymanie (Matuszynski i Ol-
szewicz, 1967, s. 26). Mozliwe tez, ze udzielal korepetycji mtodszym od siebie czton-
kom rodziny Turzondw, bogatych krakowskich mieszczan (patrycjuszy), w ktorych ka-
mienicy zajmowal mieszkanie wlasciwie do konca Zycia.

Miechowita immatrykulowal si¢ na Wydziale Sztuk Wyzwolonych Akademii Kra-
kowskiej po semestrze zimowym w roku akademickim 1473/1474, oplaciwszy wpi-
sowe gotowka w wysokosci 6 gr lub 8 gr (Barycz, 1960, s. 18; Krakowiecka, 1956, s. 60;
Maluszynski i Olszewicz, 1967, s. 25). Studia pierwszego stopnia ukonczyl w 1476 r.,
uzyskujac tytut bakalarza. Po kolejnych trzech latach nauki - obejmujacej astronomie,
astrologie, filozofie i nauki medyczne - uzyskal tytul magistra sztuk wyzwolonych.
Uplasowal si¢ na drugim miejscu wérod 15 magistréw promowanych w 1479 r. na fa-
kultecie filozoficznym i medycznym (Hajdukiewicz, 1960b, s. 270; Krakowiecka, 1956,
s.61)3.

Przez kroétki czas po ukonczeniu Akademii Krakowskiej Miechowita byt profeso-
rem, a nastepnie (w 1482 r.) zostat rektorem przykatedralnej (zamkowej) szkoty w Kra-
kowie, majgcej wowczas status szkoly $redniej. W 1483 r., dzigki zebranym $rodkom
na poglebienie studiéw medycznych, wyjechal na Potwysep Apeninski, gdzie po trzech
lub czterech latach uzyskal tytul doktora nauk medycznych (Hajdukiewicz, 1960b,
s. 270). W$réd badaczy nie ma zgodnosci co do diugosci ani nawet miejsca (Bolonia
lub Padwa) jego pobytu w czasie studiow (Barycz, 1960, s. 28; Hajdukiewicz, 1960b,
s. 272; Krakowiecka, 1956, s. 64).

W 1488 r. Miechowita nostryfikowal doktorat w Akademii Krakowskiej. Procedura
trwata okoto roku, co moze dziwi¢, poniewaz poziom nauk medycznych na uczelniach
Bolonii i Padwy byt wyzszy niz w Polsce, a do diagnozy chordb i przyczyn zgonéw
wykorzystywano juz sekcje zwtok. Miechowita nigdy takiej praktyki nie podejmowal,
a jako lekarz czerpal raczej z astrologii niz patoanatomii. ,,Mozna by zaryzykowa¢
twierdzenie, ze studia astronomiczno-astrologiczne w Krakowie i by¢ moze we Wlo-
szech nie wyszly naszemu Miechowicie na korzy$¢. Nauczyly go patrze¢ w gwiazdy
zamiast w ciato chorego cztowieka” — stwierdza jeden z historykéw medycyny (Bilikie-
wicz, 1960, s. 198). Niemniej Maciej z Miechowa byt cenionym lekarzem (Konarska-
-Zimnicka, 2024, s. 42). We wszystkim, co opisywal (nie tylko jako lekarz), positkowat
sie zaréwno praktyka i obserwacjg, jak i wywiadem. Niekt6rzy badacze (np. Konarska-
-Zimnicka, 2024) zauwazajg, ze byl takze jatromatematykiem, poniewaz stosowat aryt-
metyke i geometrie w astrologii i wykorzystywal te wiedze i umiejetnosci w praktyce
medyczne;j.

3 Rok po ukonczeniu studiéw medycznych Miechowita uczestniczyt w pogrzebie Jana Dtugosza, stad przy-
puszczenie, ze znat kronikarza i mégt sie z nim zetkna¢ np. podczas nauki w Akademii Krakowskiej.
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Po powrocie ze studidw Miechowita jeszcze co najmniej dwukrotnie wyjezdzat za
granice. W 1500 r. pielgrzymowal do Rzymu z okazji Roku Swietego. Wracajac przez
Dalmacje i dzisiejszg Stowenie, przeprowadzal wywiady z mieszkanicami i poszerzat
swoja wiedze na temat potudniowych Stowian. Druga podrdz, stabo udokumento-
wana, wiodla do Budy (obecnie Budapeszt) w celu skonsultowania pacjenta z rodziny
krolewskiej lub samego kréla Wladystawa. Dzialo si¢ to w 1504 r., kiedy wiesci o umie-
jetno$ciach medycznych Miechowity dotarly juz na polski dwor krdlewski.

W 1500 r., po nostryfikacji doktoratu i zdobyciu doswiadczenia w praktyce lekar-
skiej, Miechowita zwigzal sie na stale z Akademig Krakowska i tamtejszg Katedrg Me-
dycyny, ktora kierowat do konca zycia. Utrzymywal przyjazne kontakty z krakowskimi
patrycjuszami, m.in. Janem Bonerem, Mikofajem Jaskierem oraz Janem Turzj i jego
rodzing. Pod koniec zycia zostal cztonkiem rady miasta. W wieku 52 lat przyjat $wie-
cenia kaptanskie, niezbedne do objecia funkeji kanonika kapituly katedralnej, ktora
petnil do konca zycia. Praca na uczelni, praktyka lekarska i benefity wynikajace z bycia
kanonikiem sprawily, ze pod koniec zycia stal si¢ zamoznym duchownym-mieszcza-
ninem.

Gléwnymi nurtami dziatalno$ci Miechowity w dojrzatym okresie jego Zycia (1500—
1523) byly:

e praca dydaktyczna i organizacyjna na uczelni;
e praca naukowo-badawcza i wydawnicza w zakresie medycyny, historii i geografii

(ten nurt obejmuje prekursorskie badania w zakresie pafistwoznawstwa);

e intensywna praktyka lekarska i astrologiczna;
o dzialalno$¢ filantropijna.

Chociaz nie ma to zwigzku z zainteresowaniami panstwoznawczymi Miechowity,
chcemy zwrdci¢ uwage na ten ostatni punkt. Znaczng czesé swoich zarobkéw, uzyski-
wanych przede wszystkim z praktyki lekarskiej, Miechowita przeznaczal na cele cha-
rytatywne. Koledzy z uczelni, np. Mikotaj z Szadka, nazywali go wielkim, niezrowna-
nym jatmuznikiem (Miechowita, 2023, s. 14). Niezamoznym mieszkaricom Krakowa
Miechowita udzielal bezptatnych porad i ofiarowywal lekarstwa sporzadzone wedlug
wlasnej receptury, wspieral niezamoznych studentéw i bursy studenckie, ufundowat
szkoly parafialne w Krakowie i Miechowie, wspierat kocioty i klasztory (m.in. ufun-
dowal biblioteke w klasztorze Paulinéw na Skalce). Udzielal pomocy niezamoznym
rodzinom, a nawet fundowat posagi ubogim pannom. Jego staraniem powstal szpital
dla studentéw. Na mocy testamentu wszystkie dobra rozdzielit miedzy koscioty, klasz-
tory, fundacje, osoby niezamozne, a takze kolegéw z uczelni i kapituly (Matuszynski
i Olszewicz, 1967, s. 31) i rozdal wigkszos¢ swojej imponujacej jak na tamte czasy -
liczacej ponad tysigc dziel z réznych dziedzin - biblioteki. Ostatnia wolg Miechowity
byto, aby egzemplarze ksigg nieprzekazanych konkretnym osobom i wyposazenie jego
mieszkania zostaly sprzedane, a pienigdze przekazane kosciotom jako ofiara na
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modlitwe i msze $wiete w jego intencji. Na egzekutora testamentu zostal wyznaczony
Mikotaj z Wieliczki.

3. Elementy panstwoznawstwa w spusciznie Miechowity

Dorobek pisarski Macieja z Miechowa w zakresie panstwoznawstwa nie jest bogaty, ale
stanowi cenny material do analiz. Swiadectwa zinteresowania Miechowity stanem
panstwa, pozostajacego w $cistym zwiazku z jego zainteresowaniami historycznymi
i geograficznymi, mozna znalez¢é w poczatkowych rozdziatach dzieta Chronica Polono-
rum (Kronika Polakéw), wydanego w 1519 r., i w nieco wczeéniejszym, wydanym
w 1517 r., dziele Tractatus de duabus Sarmatiis Asiana et Europiana et de contentis in eis
(Traktat o dwoch Sarmacjach, Azjatyckiej i Europejskiej, i o tym, co sig w nich znajduje).

3.1. Kronika Polakow

Chronica Polonorum* jest uznawana za najwazniejsze dzielo Miechowity. Sklada si¢
z czterech ksiag, przedstawiajacych dzieje Polski od jej mitycznych poczatkéw do 1506 r.,
a wiec do czaséw Zygmunta Starego. Po ukazaniu si¢ Kroniki... drukiem cze$¢ jej na-
ktadu zostala skonfiskowana przez dwor krélewski. Powodem byt krytyczny stosunek
autora do niektorych dzialan Jana Olbrachta i Aleksandra Jagielloiczyka — poprzedni-
kéw Zygmunta Starego na polskim tronie — oraz niepochlebna opinia o ostatniej Zonie
Whadystawa Jagielly, o ktérej duzo wezesniej Dlugosz napisal, ze byla ,wiecej uroda niz
cnotami zalecona” (Krakowiecka, 1956, s. 212). Miechowita odmdwil wniesienia popra-
wek do Kroniki..., czym dal dowdd stanowczosci i wiernosci swoim pogladom i przeko-
naniom. Dwa lata po pierwszym wydaniu, w 1521 r., ukazalo sie jednak wydanie tego
dziela pozbawione krytycznych uwag wobec dynastii Jagiellonéw. Usunat je albo wy-
dawca Hieronim Wietor, albo mieszkajacy w Krakowie Alzatczyk Justus Ludwik De-
cjusz, historyk, sekretarz krdlewski i przyjaciel Miechowity.

W opisie panstwa zamieszczonym we wprowadzeniu do Kroniki... przewazaja cha-
rakterystyki geograficzne, przede wszystkim orograficzne i hydrograficzne. W ksiedze
pierwszej, liczacej 19 rozdzialdw, autor opisal legendarng czes$¢ dziejow Stowian, glow-
nie plemion polskich. W pierwszych trzech rozdziatach oméwil polozenie ziem, na
ktérych osiadly te plemiona, po tym jak przemiescily sie wraz z innymi Stowianami
z basenu Morza Srédziemnego - ich protoplasta mial by¢ Jawan, potomek Noego. Te
legende Miechowita przejal wprost od Dtugosza. Utrudniata ona jednak $ciste okre-
$lenie potozenia ziem polskich, tak jak uksztaltowaly sie one w czasach historycznych.
Wedlug przekonan Miechowity Stowianie przybyli z potudnia i rozproszyli sie po calej

“Do niedawna w jezyku polskim dostepne byty tylko fragmenty tego dzieta w ttumaczeniu Stanistawa Chwal-
czewskiego z 1549 r. Petnego przektadu dokonat w 2023 r. ks. Michat K. Cichon.
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Europie Wschodniej i Srodkowej — od rzeki Don (w starozytnosci nazywanej Tanais)
na wschodzie do granic cesarstwa Karola Wielkiego, czyli po Lubeke i Rostock, na za-
chodzie. Jedynymi liczbami, ktére podal Miechowita (pojawily si¢ one w rozdziale
drugim), byly wspélrzedne geograficzne uzyte do oznaczenia zrédet i ujs¢ gléwnych
rzek, polozenia miast, pasm i szczytéw gorskich oraz tzw. stref (paséw) klimatycznych
uktadajacych si¢ réwnoleznikowo (pojecie przyjete od Klaudiusza Ptolemeusza).

Potozenie Polski okreslit Miechowita (2023) nastepujgco: ,,Polska zatem w naszych
czasach od zachodu [graniczy] ze Slaskiem i Marchig Brandenburska, od pétnocy na-
tomiast z Morzem Baltyckim, Inflantami i Wielkim Ksiestwem Moskiewskim, Litwa
bowiem stala si¢ czedcig Polski” (s. 44). Dalej wymienil nazwy siedmiu stynnych pol-
skich rzek: Dniepr (starozytny Borystenes), Bug®, Dniestr (starozytny Tyras), Wista,
Warta, Odra i Niemen.

W rozdziale trzecim opisal warunki klimatyczne panujace na ziemiach polskich na
potnoc od Gor Karpackich, ktore okreslit mianem Sarmackich. Podat obszerne infor-
macje na temat flory i fauny udomowionej i dzikiej na obszarze od Karpat do Baltyku,
wymienit rodzaje upraw, hodowli, a takze wymiany handlowej. Wskazal miejsca wy-
dobywania lub pozyskiwania mineraléw, w tym kruszcéw szlachetnych, i kopalnych
naczyn ceramicznych podobnych do tych wykonywanych przez rzemiedlnikéow. Te
ostatnig informacje Maciej z Miechowa przejal od Diugosza, ktdry jako pierwszy pisal
o glinianych naczyniach wydobywanych z ziemi m.in. obok Sremu w Wielkopolsce,
gdzie prace gornicze (czytaj: wykopaliskowe) prowadzono na starym cmentarzysku,
istniejagcym co najmniej 1000 lat przed Diugoszem. W podobny sposéb utrwalifa sie
legenda o $cietych drzewach (sosnach i $wierkach) zmieniajacych si¢ po kilku latach
w krzemien (Miechowita, 2023, s. 47).

Zainteresowanie Miechowity liczbg i wielko$cig miast na ziemiach polskich byto
umiarkowane. Autor wymienil Krakéw, Lwéw, Wilno i Gdansk oraz podal ich wspot-
rzedne geograficzne, ale nie oszacowal liczby ich mieszkancéw. Co prawda przywotat
réwniez nazwy innych miejscowoéci, ale nie traktowal ich jako jednostek tworzacych
sie¢ osadnicza, a jedynie wigzal je z opisywanymi przez siebie wydarzeniami i w ten
sposob umiejscawial je w przestrzeni.

3.2. Traktat o dwdoch Sarmacjach, Azjatyckiej i Europejskiej, i o tym, co sie
w nich znajduje

Znacznie wigcej charakterystyk opisywanych terendw Miechowita zamiescil w Tracta-
tus de duabus Sarmatiis Asiana et Europiana et de contentis in eis®. Jego przygotowanie

> Miechowita podaje, ze ta rzeka uchodzi do Morza Czarnego, wiec zapewne ma na mysli Boh.
6 Pierwszym ttumaczem tego dziefa na jezyk polski byt w 1535 r. Andrzej Glaber z Kobylina. Wspotczesny
przekfad Tadeusza Biefkowskiego pt. Opis Sarmacji Azjatyckiej i Europejskiej oraz tego, co sie w nich znajduje
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i druk byly zwigzane z planowanym na 1517 r. Slubem Zygmunta Starego i Bony. Za-
mierzano obdarowa¢ nim uczestniczacych w uroczystosci dostojnikéw europejskich
dworéw. W XVI w. traktat mial kilkanascie wydan, wypiséw i ttumaczen na kilka je-
zykéw, co $wiadczy o tym, ze dla dwcezesnych przedstawicieli nauki byt on cennym
zrodlem wiedzy o obszarach pdétnocno-wschodniej Europy graniczacych z Azjg i ich
mieszkancach.

Miechowita opieral swoja prace nad Traktatem... nie tylko na zbadaniu, co w inte-
resujacym go przedmiocie zostalo juz napisane, lecz takze na autopsji i wywiadach
z jenicami, ktérzy dostali sie do niewoli krola polskiego po bitwie pod Orszg w 1514 r.
podczas wojny litewsko-polsko-moskiewskiej. Traktat... przedstawia ziemie i ludy
Sarmacji Azjatyckiej, nazywanej tez Scytig lub Tartarig (albo Tatarig), oraz Sarmacji
Europejskiej. W ich opisie autor podjal cztery watki: geograficzny, etniczny, histo-
ryczny i ekonomiczny. Zawieraly one - z wyjatkiem watku etnicznego - elementy pan-
stwoznawstwa.

Sarmacja Europejska, wedlug Miechowity, rozciagala si¢ rownoleznikowo od rzeki
Don na wschodzie do Wisly na zachodzie. Do tej krainy nalezaly zatem nastepujace
ziemie: wschodnia cz¢$¢ panstwa polskiego (Korony), Rus Kijowska (podporzadko-
wana w XVI w. Polsce i Wielkiemu Ksiestwu Litewskiemu), samo Wielkie Ksiestwo
Litewskie, Wielkie Ksigstwo Moskiewskie, tereny ksigstw lezacych na wschéd od Mo-
skwy, a takze — na pétnocy - niestowianskie terytoria Zmudzinéw, Kareléw i Jugréw
(Ugréw) az do jezior Ladoga i Onega. Miechowita albo zaliczal wymienione terytoria
do Sarmacji Europejskiej, albo nie wypowiadat si¢ na ten temat jednoznacznie. Nie
wspominat tez o terytoriach Komi i gérach Ural, gdzie przebiega geograficzna granica
miedzy Europg a Azja.

W czgéci geograficznej Miechowita rozprawit sie z przekazem starozytnych Grekéw,
zwlaszcza Ptolemeusza, o pasmach gor w pétnocno-wschodniej Europie, stanowig-
cych dzial wodny, w ktorych zrédla majg rzeki Sarmacji ptyngce na péinoc i potudnie
(Dzwina, Wolga, Dniepr, Don i Boh). Wszystkie te rzeki w rzeczywistosci wyplywaja
z terenéw podmoklych i niskich, a wspominanie o gérach na tym obszarze (np. Hiper-
borejskich lub Ryfejskich) Miechowita potraktowal jako fikcje. Podobnie ustosunko-
wal sie do fagodnego klimatu panujgcego na péinocy Europy, az po Ocean Péinocny
(zapewne Morze Biale), czy wystepujacych tam kopalni tatwo dostepnych mineratow
chronionych przez gryfy i jednookich cyklopéw. Nie poprzestal na wyliczaniu bledéw
greckich pisarzy i historykéw; opisal — na podstawie przekazéw jenicow moskiewskich
— flore i faune terenéw, z ktdrych pochodzili jego rozmoéwcy. Podat tez przyblizone

- opatrzony wstepem Henryka Barycza, komentarzem ttumacza i postowiem Waldemara Voiségo - ukazat
siew 1972r.
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odleglosci (w milach pruskich lub wiorstach) miedzy gtéwnymi miastami lezacymi na
tych terenach. Trzeba przy tym odnotowad, ze sam popelnil powazny btad. Wiedzac
o istnieniu Morza Kaspijskiego, kilkakrotnie stwierdzil, ze Wolga ma ujscie do Morza
Czarnego w poblizu Blot Meotydy (czyli Morza Azowskiego).

W czgéci ekonomicznej omoéwit przejawy zycia gospodarczego, dotyczace zwlaszcza
Sarmacji Europejskiej, ale bez wdawania sie¢ w szacunki liczbowe. Wskazal, ze ludy
zamieszkujace Sarmacj¢ zajmowaly sie rolnictwem, rzemiostem i handlem wtasnymi
wyrobami, a takze korzystaly z dobr uzyskanych z eksploatacji przyrody (drewna, skor
i miesa dzikich zwierzat, miodu itd.). Ocenil, ze w czasach mu wspoélczesnych, czyli
w koncu XV w., obszary Sarmacji - szczegdlnie Azjatyckiej, a takze wschodniej czesci
Sarmacji Europejskiej — byly stabo zurbanizowane. W miastach, nawet najwigkszych,
przewazala zabudowa drewniana. Murowane byly jedynie twierdze i zamki (np. Kreml
w Moskwie), a takze niektdre $wiatynie. Wedtug Miechowity miasta Sarmacji mialy
wieksza powierzchnie niz te na zachodzie Europy. Dla przykladu Moskwa byla dwa
razy wieksza od Florencji czy Pragi. Autor tltumaczyt to tym, ze domy w Moskwie nie
taczyly si¢ ze soba, tylko staly w ogrodach oddzielonych plotami lub parkanami (co
w pewnym stopniu chronilo przed czestymi w tamtych czasach pozarami).

Na temat etniczno-demograficznych struktur Sarmacji Miechowita pisal, ze po-
przednikami Tatarow, czyli wczesniejszymi mieszkancami Sarmacji Azjatyckiej, byli
Hunowie i Scytowie. Do Hunéw (niestusznie) zaliczyl plemiona ugryjskie, a wéréd
nich wymienil Wegréw, ktérzy w IX w. najechali Europe Wschodnig w kierunku Bat-
kanéw i Panonii, gdzie przyjeli chrzedcijanstwo i zorganizowali wlasne panstwo. Z ba-
dan nad $redniowiecznymi migracjami na obszarze na wschéd od Donu wynika, ze
Miechowita mylit si¢ co do kierunku, z ktérego Wegrzy przybyli na Nizing Panonska,
bo migrowali nie wzdtuz moérz Kaspijskiego i Czarnego, lecz z pétnocnego wschodu.

Miechowita stwierdzal, ze Tatarzy - ktorzy od wschodu wypierali z Sarmacji Azja-
tyckiej najpierw Hundw, a potem Scytéw — najwiekszych podbojéw dokonali w pierw-
szej polowie XIII w. Wskazal ich stale siedziby (np. Nowy Saraj i Kazan), skad wielo-
krotnie zapuszczali sie w kierunku Europy Wschodniej i Srodkowej. Opisal najazdy na
Ksiestwo Moskiewskie i podporzadkowanie go sobie na ponad 200 lat, oraz na takie
miasta, jak Wilno, Krakéw, Legnica, Buda i Peszt. Wspominat o czterech ordach (hor-
dach) tatarskich: zawolzanskiej, perekopskiej, kazanskiej i nogajskiej. Nie podat liczeb-
nosci ord ani liczby mieszkancéw Tartarii. Wymienial natomiast liczby oséb branych
w niewole podczas wigkszych wypraw tatarskich — prawie zawsze byly to dziesigtki
tysiecy kobiet, mezczyzn i dzieci.

Warto podkresli¢, ze autor Traktatu... mial §wiadomos$¢ wzrostu znaczenia Wiel-
kiego Ksiestwa Moskiewskiego, powiekszajacego sie w wyniku inkorporacji sasiednich
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terytoriow, m.in. ksiestw: Wlodzimierskiego, Twerskiego, Jarostawskiego, Suzdal-
skiego i Riazanskiego. W odniesieniu do kazdej z tych ziem przytaczat dane przydatne
do oszacowania liczby mieszkancéw, a konkretnie liczebno$¢ wojska mozliwego do
wystawienia na wypadek wojny, np. Moskwa — 30 tys. zbrojnej szlachty i 60 tys. chto-
pow, Twer - 40 tys. zbrojnej szlachty i 60 tys. chfopow. Podal takze wielko$¢ poszcze-
golnych ziem lub ksigstw (w milach pruskich). W jego ocenie od korica XV w. Wielkie
Ksiestwo Moskiewskie bylo najwigkszym panstwem Sarmacji Europejskiej, politycznie
konkurujgcym z Wielkim Ksiestwem Litewskim.

W Traktacie... mozna znalez¢ takze informacje o religiach, wyznaniach i struktu-
rach organizacji wyznaniowych w Sarmacjach (Maciej z Miechowa, 1972, s. 63).

Reasumujac, mozna za Baryczem stwierdzié, ze elementy pafstwoznawstwa w Kro-
nice... nie sprowadzaly si¢ do opisu polozenia, uksztaltowania terenu, fizjografii, kli-
matu, stosunkéw etnicznych i zdarzen historycznych. Obejmowaty réwniez ,,stosunki
militarne, administracyjne, urzadzenia kultury materialnej, wreszcie ekonomike tych
nieznanych regiondw” (Barycz, 1960, s. 62). Warto przytoczy¢ réwniez opinie Dziuby
(2000): ,,Byt to wielki wktad Polski w rozw6j nauki o ziemi. Swiadomym tego byt sam
autor, cho¢ w swej skromnosci osobistej, mozno$¢ ujawnienia i ustalenia nowej prawdy
o obszarach krajéw péinocnych i wschodnich przypisywal szczesliwemu przypadkowi
prowadzonej aktualnie wojny z Moskwg”(s. 66).

4, Podsumowanie

Macieja Miechowite, ze wzgledu na jego wszechstronne zainteresowania i rozlegla wie-
dze, zaré6wno medyczng i astrologiczng, jak i geograficzng oraz historyczng, mozna
nazwacé prawdziwym czltowiekiem renesansu. Uczony wnidst réwniez pionierski wklad
w dziedzine panstwoznawstwa. Zaréwno w Kronice Polakéw, ktorg traktowal jako
kompendium wiedzy o dziejach ojczystych, jak i w rozwazaniach dotyczacych Europy
Wschodniej na przelomie XV i XVI w. zawartych w Traktacie o dwdch Sarmacjach,
Azjatyckiej i Europejskiej, i o tym, co sie w nich znajduje, zajmowal sie zagadnieniami
dotyczacymi stanu panstwa, ktore — wraz z arytmetyka polityczng — stanowily punkt
wyjécia do uksztaltowania sie statystyki jako samodzielnej dyscypliny naukowe;j.
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W ofercie wydawniczej Gléwnego Urzedu Statystycznego z ubiegltego miesigca warto
zwrdci¢ uwage na nastepujace publikacje:
Among Statistics Poland’s publications from the previous month, we would like to

recommend:

Zeszyt metodologiczny. Dziatalnos¢ integracyjna podmiotow ekonomii
spoftecznej
Methodological report. Integration activities of social economy entities

Uaktualniona wersja zeszytu z 2020 r., w ktérym przedstawiono zalozenia meto-
dologiczno-organizacyjne Badania dziatalnosci integracyjnej podmiotow ekonomii

spolecznej.

R —— scws | Jezyk: polski (metadane réwniez w jezyku angielskim)
Language: Polish (metadata available also in English)
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Zeszytmetodologiczny
Driaalnoid integracyina
podiniotaw ekonomi spoleczne]

Badanie, realizowane co dwa lata (pierwszy raz w 2021 r.), dostarcza informacji na
temat podmiotéw ekonomii spotecznej, takich jak: organizacje pozarzadowe, spotki
non profit, spotdzielnie socjalne, spdtdzielnie pracy czy warsztaty terapii zajeciowej,
i ich dzialalnosci. Na podstawie zgromadzonych danych przeprowadzane sg analizy
dotyczace integracyjnej funkcji wymienionych podmiotéw oraz opracowywane klu-
czowe wskazniki na potrzeby planowania i monitorowania polityki w dziedzinie eko-
nomii spolecznej na szczeblu rzgdowym i samorzadowym.

Opracowanie sklada si¢ z siedmiu rozdziatow, ktére dotycza: zakresu podmioto-
wego i przedmiotowego oraz metody badania, narzedzi zbierania danych, zmiennych
wystepujacych w badaniu, definicji najwazniejszych pojeé, organizacji badania oraz
prezentacji jego wynikdw i oceny jego jakosci. Do publikacji dolgczono 10 zalaczni-
kow: karte badania, formularze sprawozdan za 2023 r., liste zmiennych oraz raporty

jakosci badania z 2021 r.
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Zeszyt metodologiczny. Miedzynarodowy handel ustugami
Methodological report. International trade in services

Publikacja przedstawiajaca zasady metodologiczno-organizacyjne badania Miedzyna-
rodowy handel ustugami (MHU), prowadzonego od 2009 r. przez Gléwny Urzad Sta-
tystyczny we wspolpracy z Narodowym Bankiem Polskim.
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Badanie MHU obejmuje obligatoryjnie wszystkie podmioty gospodarki narodowej
dostarczajace ustug lub nabywajace je w handlu miedzynarodowym. Jego czestotliwo$é
- kwartalna i roczna — pozwala na ciagta obserwacje obrotéw w miedzynarodowej wy-
mianie ustug. Zebrane informacje, uwzgledniajace rodzaj $wiadczonych ustug i kraj
kontrahenta lub organizacji miedzynarodowej, s3 wykorzystywane do tworzenia bilansu
platniczego Rzeczypospolitej Polskiej (w ramach rachunku biezacego w zakresie danych
o ustugach) i w statystyce rachunkéw narodowych (w rachunku podazy i wykorzystania
wyrobow i ustug oraz w sektorze zagranica).

Opracowanie sklada si¢ z o§miu rozdzialéw. Przyblizono w nich m.in. tlo histo-
ryczne i zmiany wprowadzane w badaniu, zakres podmiotowy i przedmiotowy bada-
nia, a takze przedstawiono jego charakterystyke w zakresie uzyskiwania danych, opra-
cowywania i publikowania wynikéw oraz oceny jakosci badania. Opis metodologii
badania, jak réwniez zalgczniki do zeszytu (formularze sprawozdan i opis kodow
ustug) dotycza edycji z 2023 r.

W sierpniu br. ukazaty si¢ ponadto:

e ,Biuletyn statystyczny” nr 7/2025;

o Ceny robot budowlano-montazowych i obiektow budowlanych (czerwiec 2025 r.);
o Koniunktura gospodarcza (2000-2025) - sierpieri 2025;

o Koniunktura gospodarcza. Raport wojewédzki lipiec 2025 nr 7/2025;

o Produkcja wazniejszych wyrobéw przemystowych w lipcu 2025 r.;

e ,Przeglad Statystyczny. Statistical Review” nr 4/2024;

e Regiony Polski 2025;


https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ceny-handel/handel/zeszyt-metodologiczny-miedzynarodowy-handel-uslugami,25,1.html
https://stat.gov.pl/en/topics/prices-trade/trade/methodological-report-international-trade-in-services,21,1.html
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/inne-opracowania/informacje-o-sytuacji-spoleczno-gospodarczej/biuletyn-statystyczny-nr-72025,4,164.html
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ceny-handel/ceny/ceny-robot-budowlano-montazowych-i-obiektow-budowlanych-czerwiec-2025-r-,5,161.html
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/koniunktura/koniunktura/koniunktura-gospodarcza-20002025-sierpien-2025,4,100.html
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/koniunktura/koniunktura/koniunktura-gospodarcza-raport-wojewodzki-lipiec-2025,9,8.html
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/przemysl-budownictwo-srodki-trwale/przemysl/produkcja-wazniejszych-wyrobow-przemyslowych-w-lipcu-2025-r-,2,160.html
https://ps.stat.gov.pl/Issue/2024/4
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/inne-opracowania/miasta-wojewodztwa/regiony-polski-2025,6,19.html
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o Sytuacja spoleczno-gospodarcza kraju w lipcu 2025 r.;

o Wspélpraca podmiotéw ekonomii spolecznej w 2023 r.

Joanna Sadowy
Gtéwny Urzad Statystyczny, Departament Opracowan Statystycznych, Polska
Statistics Poland, Statistical Products Department, Poland

Wszystkie publikacje GUS w wersji elektronicznej sa dostepne na stronie stat.gov.pl/publikacje/publikacje-a-z.
Wersje drukowane (jesli zostaty wydane) mozna zamawiac pod adresem: zws-sprzedaz@stat.gov.pl.

All the publications of Statistics Poland available in electronic form can be accessed at stat.gov.pl/en
/publications. Printed versions (if available) may be ordered at: zws-sprzedaz@stat.gov.pl.


https://ssgk.stat.gov.pl/
https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/gospodarka-spoleczna-wolontariat/gospodarka-spoleczna-trzeci-sektor/wspolpraca-podmiotow-ekonomii-spolecznej-w-2023-r-,17,4.html
https://stat.gov.pl/publikacje/publikacje-a-z/
mailto:zws-sprzedaz@stat.gov.pl
https://stat.gov.pl/en/publications
https://stat.gov.pl/en/publications
mailto:zws-sprzedaz@stat.gov.pl
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DLA AUTOROW
FOR THE AUTHORS

(for the English translation of the information given below, please visit ws.stat.gov.pl/ForAuthors)

W ,Wiadomosciach Statystycznych. The Polish Statistician” (, WS”) zamieszczane sg artykuly
o charakterze naukowym poswiecone teorii i praktyce statystycznej, ktére prezentuja wyniki
oryginalnych badan teoretycznych lub analitycznych wykorzystujacych metody statystyki ma-
tematycznej, opisowej badz ekonometrii. Ukazujg sie rowniez artykuly przegladowe, recenzje
publikacji naukowych oraz inne opracowania informacyjne. W czasopi$émie publikowane sa
prace w jezyku polskim i angielskim.

Od 2007 r. ,WS” znajduja sie na liScie czasopism naukowych Ministerstwa Nauki i Szkol-
nictwa Wyzszego. Zgodnie z komunikatem Ministra Nauki z dnia 5 stycznia 2024 r. w sprawie
wykazu czasopism naukowych i recenzowanych materiatéw z konferencji miedzynarodowych
»WS” otrzymatly 70 punktow.

»Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician” sg udostepniane w nastepujacych bazach,
repozytoriach, katalogach i wyszukiwarkach: Agro, BazEkon, Biblioteka Nauki, Central and
Eastern European Academic Source (CEEAS), Central and Eastern European Online Library
(CEEOL), Central European Journal of Social Sciences and Humanities (CEJSH), Directory of
Open Access Journals (DOAJ), EBSCO Discovery Service, European Reference Index for the
Humanities and Social Sciences (ERIH Plus), Exlibris Primo, Google Scholar, ICI Journals
Master List, ICI World of Journals, Norwegian Register for Scientific Journals and Publishers
(The Nordic List), Summon i WorldCat.

Za publikacje artykuléw na famach ,, WS” autorzy nie otrzymuja honorariéw ani nie wnosza
oplat.

1. Zgtaszanie artykutow

Prace przeznaczone do opublikowania w ,,WS” nalezy przesylac za posrednictwem platformy
Editorial System: www.editorialsystem.com/ws.

Zglaszany artykul powinien by¢ zanonimizowany, tj. pozbawiony informacji o autorze/au-
torach (réwniez we wlasciwosciach pliku), podziekowan i informacji o zrédlach finansowania,
a takze innych informacji wskazujacych na afiliacje lub umozliwiajacych zidentyfikowanie au-
tora. Jezeli w pracy wystepuja tablice, wykresy lub mapy, powinny by¢ umieszczone w tresci
artykutu. Materialy graficzne, razem z danymi do nich, nalezy ponadto zalaczy¢ jako osobny
plik / osobne pliki, najlepiej w formacie Excel. Prosimy o niestosowanie stylow i ograniczenie
formatowania do wymogow redakcyjnych. Wiecej informacji w pkt 4 Wymogi redakcyjne.

Razem z artykulem nalezy przesta¢ skan/zdjecie o$wiadczenia o udzieleniu licencji. Zatacze-
nie o§wiadczenia jest warunkiem poddania pracy ocenie wstepnej i skierowania do recenzji.

Artykuly zgltaszane od 2022 r. do opublikowania w ,,WS” sg udostepniane na licencji Creative
Commons Uznanie autorstwa — Na tych samych warunkach 4.0 (CC BY-SA 4.0), ktéra jest do-
stepna na stronie https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode.pl.

Autorzy maja prawo do samodzielnego umieszczania w wybranych przez siebie repozyto-
riach artykulu w wersji zaréwno zgloszonej do ,,WS”, jak i zaakceptowanej do opublikowania


https://ws.stat.gov.pl/ForAuthors
http://www.editorialsystem.com/ws
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode.pl
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oraz opublikowanej, z zastrzezeniem wymogu niezwlocznego podania w repozytorium infor-
magcji o numerze ,,WS”, w ktérym praca si¢ ukazata, wraz z linkiem do niej (DOI).
Wigcej informacji: Zgtaszanie artykuléw w zaktadce Dla autorow.

2. Przebieg prac redakcyjnych

Zgloszony artykul jest oceniany i opracowywany w czteroetapowym procesie:

1. Ocena wstepna, dokonywana przez redakcje. Polega na weryfikacji: naukowego charakteru
artykulu, zgodnosci jego tematyki z profilem czasopisma, struktury i zawartoéci pracy pod
katem wymogoéw redakcyjnych oraz oryginalnosci (wykrywanie programem antyplagiato-
wym treéci zapozyczonych, a takze wygenerowanych za pomoca narzedzi sztucznej inteli-
gencji). Na jej podstawie formulowane sg uwagi i zalecenia dla autora. Poprawiona/uzu-
pelniona przez autora praca jest kierowana do recenzji. W przypadku negatywnej weryfi-
kacji artykul zostaje odrzucony, a autor otrzymuje decyzje¢ wraz z uzasadnieniem.

2. Ocena recenzentéw, dokonywana przez specjalistow w danej dziedzinie. Artykul oceniaja
dwaj recenzenci spoza jednostki naukowej, przy ktorej afiliowany jest autor, i spoza Zespotu
Redakcyjnego ,,WS”; w przypadku pracy w jezyku angielskim co najmniej jeden recenzent
jest afiliowany przy jednostce zagranicznej. W razie sprzecznych opinii dwoch recenzentow
powolywany jest trzeci recenzent. Recenzenci kieruja si¢ kryteriami oryginalnosci i jako$ci
opracowania zaréwno w odniesieniu do tresci, jak i formy artykutu.

Autor pracy, ktora otrzymata dwie pozytywne oceny, wprowadza poprawki zalecane
przez recenzentow i przesyla do redakeji skorygowang wersje tekstu. Jesli pojawi si¢ roznica
zdan dotyczaca zasadnosci proponowanych zmian, autor jest zobligowany do uzasadnienia
swojego stanowiska.

3. Ocena redakgji, decydujaca o przyjeciu pracy do publikacji. Polega m.in. na weryfikacji do-
konania przez autora zmian w artykule stosownie do uwag recenzentéw. Redakcja ocenia
artykul pod wzgledem poprawnosci i spojnosci merytorycznej oraz zaleca autorowi wpro-
wadzenie poprawek, jesli sg one konieczne, aby praca spetniata wymogi czasopisma.

W ,,WS” publikowane sa wylacznie te artykuly, ktore otrzymaja pozytywna ocen¢ na
kazdym z wymienionych etapow i zostana poprawione przez autora zgodnie z otrzyma-
nymi uwagami (chyba Ze autor przedstawi argumenty uzasadniajace nieuwzglednienie
danej uwagi).

Artykuly przyjete do publikacji sa zamieszczane na stronie internetowej czasopisma
w zakladce Early View, gdzie znajduja si¢ do czasu opublikowania w konkretnym wydaniu.

4. Opracowanie redakcyjne, autoryzacja i korekta. Artykut zakwalifikowany do druku jest
poddawany opracowaniu redakcyjnemu, a nastepnie — po autoryzacji - przekazywany do
sktadu, tamania i opracowania graficznego. Nastepnie wykonywane sa co najmniej dwie ko-
rekty wydawnicze. Autor wykonuje korekte autorska na etapie drugiej korekty wydawniczej.

Redakcja zastrzega sobie prawo do zmiany tytutu i $rédtytutéw, modyfikowania tablic,
wykreséw i innych elementow graficznych oraz przeredagowywania tresci bez naruszenia
zasadniczej my$li autora.

W przypadku odkrycia btedéw w opublikowanym artykule zamieszcza sie na famach
»WS” sprostowanie lub errate, a artykut w wersji elektronicznej jest poprawiany i umiesz-
czany na stronie internetowej , WS” z adnotacja o dokonanej poprawce.


https://ws.stat.gov.pl/ForAuthors/
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3. Zasady etyki publikacyjnej

Wszyscy uczestnicy procesu publikacyjnego sa zobowigzani do przestrzegania zasad etyki pu-
blikacyjnej. Zasady przyjete w ,Wiadomosciach Statystycznych. The Polish Statistician”
(,WS”) opieraja si¢ na wytycznych Komitetu ds. Etyki Publikacyjnej (Committee on Publica-
tion Ethics - COPE), ktdre sa dostepne na stronie internetowej www.publicationethics.org.

W celu zapewnienia transparentnosci w publikowaniu wynikéw badan naukowych wyma-
gane jest, aby kazdy uczestnik procesu publikacyjnego zgtaszal potencjalne konflikty interesow.
Przez konflikt intereséw rozumiane jest

wszystko, co zaktdca lub moze by¢ w sposdb uzasadniony postrzegane jako zaktdcajace pelne i obiek-
tywne prezentowanie i recenzowanie artykuléw przestanych do czasopisma, podejmowanie decyzji re-
dakcyjnych w ich sprawie lub ich publikowanie. Konflikty intereséw moga mie¢ charakter finansowy
lub niefinansowy, zawodowy lub osobisty i mogg powsta¢ w stosunkach z instytucja lub inng osobg
[na podstawie: https://journals.plos.org/plosone/s/competing-interests].

Redakcja nie toleruje przejawdw nierzetelno$ci naukowej, takich jak:

e plagiat - przywlaszczenie cudzego utworu lub jego fragmentu bez podania informacji
o zrodle;

¢ autoplagiat - ponowne publikowanie wlasnego utworu lub jego czesci;

o fabrykowanie danych - oparcie pracy naukowej na nieprawdziwych wynikach badan;

¢ autorstwo widmowe (ghost authorship) — nieujawnianie wspoétautoréw, mimo ze wniesli oni
istotny wktad w powstanie artykutu;

e autorstwo go$cinne (guest authorship) — podawanie jako wspélautoréw osob o znikomym
udziale lub niebioracych udziatu w tworzeniu artykutu, aby lista autor6w wygladata bardziej
imponujaco;

e autorstwo grzecznosciowe (gift authorship) - dodawanie jako wspotautoréw oséb, ktérych
wkiad jest oparty jedynie na stabym powigzaniu z badaniem, w ramach przystugi, uznania
lub uprzejmosci.

Odpowiedzialno$¢ poszczegolnych uczestnikéw procesu publikacyjnego w zakresie etyki
publikacyjnej jest przedstawiona ponizej.

3.1. Odpowiedzialnos¢ autoréow

3.1.1. Oryginalnos¢ pracy

Artykuly naukowe zglaszane do publikacji w ,WS” musza stanowi¢ wlasnos¢ intelektualng
autoréw i by¢ pracami oryginalnymi, nie moga narusza¢ praw autorskich innych oséb, by¢
wczeéniej publikowane ani ztozone w innym wydawnictwie (takze w innej wersji jezykowe;j),
a w przypadku wykorzystania narzedzi sztucznej inteligencji autorzy musza mie¢ wigkszo-
$ciowy wklad twdrczy w powstanie artykutu, co deklarujg w o§wiadczeniu. W przypadku zto-
zenia artykulu w innym wydawnictwie przed ukazaniem si¢ go w ,,WS” autorzy sa zobowigzani
do niezwlocznego powiadomienia o tym redakji.


http://www.publicationethics.org/
https://journals.plos.org/plosone/s/competing-interests

74 Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician 2025 | 9

Jezeli materiaty, na podstawie ktorych powstal artykut, byly prezentowane publicznie,
np. podczas konferencji, to autorzy powinni poinformowa¢ o tym redakcje, zgltaszajgc tekst do
publikacji w ,,WS”.

Jesli autorzy zgtoszonego artykutu umiesdcili go w repozytorium przed opublikowaniem
w ,,WS”, to niezwlocznie po ukazaniu si¢ numeru ,,WS” z tym artykulem powinni poda¢ przy
artykule zamieszczonym w repozytorium link do publikacji w ,,WS”.

3.1.2. Autorstwo

Autorzy ponosza odpowiedzialno$¢ za tresci prezentowane w artykutach.

W artykule muszg by¢ wskazane wszystkie osoby, ktére wniosty znaczacy wklad w jego po-
wstanie. Niedopuszczalne jest autorstwo widmowe, goscinne i grzeczno$ciowe.

Autor zglaszajacy artykul okresla procentowy udzial autoréw i ich wkiad odpowiednio dla:
¢ koncepcji i projektu badania;

e gromadzenia lub zestawiania danych;

e analizy i interpretacji danych;

¢ napisania artykulu;

e krytycznego zrecenzowania artykutu;

e zatwierdzenia ostatecznej wersji artykulu.

Wszelkie zmiany na liscie autoréw (dodawanie lub usuwanie nazwisk i zmiana kolejnosci
autoréw) po zgloszeniu artykutu do publikacji w ,,WS” wymagaja przestania do redakcji for-
mularza zmiany na liScie autoréw podpisanego przez wszystkich autoréw. Redakeja nie roz-
strzyga ewentualnych sporéw miedzy autorami, a w przypadku braku mozliwosci uzgodnienia
miedzy nimi wspolnego stanowiska wycofuje artykul z publikacji.

W przypadku $mierci jednego z autoréw przed opublikowaniem artykutu wspétautorzy po-
reczaja za niego w zakresie jego wktadu i potencjalnych konfliktow interesow.

Wkiad innych os6b w powstanie artykutu, ktory nie spelnia kryteriéw autorstwa, taki jak
wspieranie badania, ogélny mentoring, pelnienie funkcji koordynatora badania i inne powia-
zane dzialania, mozna wskaza¢ w czesci artykulu pt. ,,Podziekowania”.

Kazdy autor powinien postugiwac si¢ identyfikatorem Open Researcher Contributor ID.

3.1.3. Rzetelnosc badan

Artykuly naukowe powinny zawiera¢ precyzyjny opis badanych zjawisk i stosowanych metod
oraz autorskie wnioski.

3.1.4. Cytowanie

Wszystkie zawarte w artykule informacje, dane i stwierdzenia niebedace autorskimi i wykra-
czajace poza wiedzg powszechng musza by¢ opatrzone przypisem bibliograficznym, niezaleznie
od tego, czy s3 ujete w ramy cytatu, czy nie sg dostownie przytaczane.

Autorzy artykulu ponosza odpowiedzialno$¢ za wlasciwe oznaczanie cytowanych prac in-
nych autoréw.

3.1.5. Dane i odtwarzalnosé¢ badan

Autorzy powinni dokladnie opisa¢ dane uzyte w badaniu empirycznym, aby umozliwi¢ powto-
rzenie badania. Sg takze zobowigzani do udostepnienia surowych danych badawczych na
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proébe redakgji. Jezeli spelnienie tej prosby nie jest mozliwe z istotnych powoddéw, powinni
uzasadni¢ swojg odmowe.

3.1.6. Uzycie narzedzi sztucznej inteligencji

Podczas zbierania i analizy danych, pisania artykulu i opracowywania elementéw graficznych
autorzy moga wspomagac sie narzedziami sztucznej inteligencji, ale to oni powinni mie¢ wigk-
szo$ciowy wklad tworczy w powstanie artykutu i s3 w petni odpowiedzialni za tresci wygene-
rowane automatycznie, a tym samym za wszelkie zwigzane z tym naruszenia etyki publikacyj-
nej. Sg takze zobowiazani do poinformowania redakeji o uzyciu narzedzi sztucznej inteligencji.
Takie narzedzia nie mogg by¢ wskazane jako wspotautorzy.

Artykul, w przypadku ktérego autorzy nie maja wiekszo$ciowego wkladu twdrczego i ktéry
w przewazajacej czesci powstal przy uzyciu narzedzi sztucznej inteligencji, nie moze by¢
uznany za oryginalng prace naukows i przyjety do publikacji.

Niniejsze wytyczne nie obejmujg narzedzi, ktore s uzywane do poprawy pisowni, gramatyki
i ogolnej edycji.

Ostateczng decyzje o tym, czy uzycie narzedzi sztucznej inteligencji jest wlasciwe lub do-
puszczalne w przypadku danego artykutu, podejmuje redaktor naczelny.

3.1.7. Konflikt interesow

Autorzy s3 zobowiazani do zgloszenia redakcji wszystkich potencjalnych konfliktow interesow
odnoszacych si¢ do badania przedstawionego w artykule.

Autorzy podaja w artykule zrodla finansowania badania.

Niezgloszenie istniejacego konfliktu interesdéw moze skutkowaé odrzuceniem artykutu.

Ujawnienie konfliktu intereséw autoréw, ktory mial nadmierny wplyw na artykut lub jego
recenzje, po publikacji bedzie skutkowalo retrakcja artykutu.

3.1.8. Wspoétpraca

Autorzy biorg udzial w procesie recenzowania double-blind peer review, dokonywanej przez co
najmniej dwoch niezaleznych ekspertéw z danej dziedziny. Po otrzymaniu minimum dwéch
pozytywnych recenzji autorzy wprowadzajg zalecane przez recenzentéw poprawki i przesylaja
do redakgji zaktualizowang wersje artykulu wraz z poswiadczeniem uwzglednienia poprawek.

W przypadku réznicy zdan co do zasadnosci proponowanych zmian i nieuwzglednienia
ktorej$ z zalecanych poprawek autorzy uzasadniajg swoje stanowisko.

Autorzy zatwierdzajg artykut po opracowaniu redakcyjnym (autoryzuja go) i biora udzial
w korekcie autorskiej.

W razie zglaszania przez czytelnikow zastrzezen do opublikowanych artykuléw ich autorzy
sg zobligowani do udzielenia odpowiedzi za po$rednictwem redakgji.

3.1.9. Bledy w artykule

Jezeli autor zauwazy bledy w swoim artykule, to powinien niezwlocznie zglosi¢ je redakcji. Do-
tyczy to zaréwno wszystkich etapow procesu publikacyjnego, jak i czasu po opublikowaniu ar-
tykutu. Redakcja we wspoétpracy z autorem podejmie odpowiednie kroki, takie jak: wprowa-
dzenie poprawek, opublikowanie sprostowania lub erraty albo wycofanie artykutu (retrakcja).
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3.2. Odpowiedzialnos¢ redakgji

3.2.1. Obiektywizm i uczciwos¢

Redakcja podejmuje decyzje o publikacji danego artykulu, kierujac si¢ kryteriami merytorycz-
nej oceny wartosci artykutlu, jego oryginalnosci, rzetelnosci i jasnosci przekazu, a takze Scistego
zwiazku z celem i zakresem tematycznym ,,WS”. Ocenia artykuly niezaleznie od pici, rasy, po-
chodzenia etnicznego, narodowodci, religii, wyznania, $wiatopogladu, niepelnosprawnosci,
wieku lub orientacji seksualnej ich autoréw.

3.2.2. Przeciwdziatanie nierzetelnosci naukowej

Redakgja nie toleruje przejawdw nierzetelnosci naukowej, takich jak: plagiat, autoplagiat, fa-
brykowanie danych oraz autorstwo widmowe, go$cinne i grzeczno$ciowe.

Jezeli na ktorymkolwiek etapie procesu publikacyjnego powstaje uzasadnione podejrzenie,
ze autorzy dopuscili sie nierzetelnoéci naukowej, redakcja skrupulatnie bada sprawe zgodnie
z zasadami COPE okre$lonymi na stronie https://publicationethics.org/guidance/Flowcharts.
W przypadku udowodnienia nierzetelno$ci autoréw zgloszony przez nich artykut zostaje od-
rzucony (w przypadku opublikowanego artykulu — wycofany), a autorzy otrzymujg informacje
o podjetej decyzji wraz z uzasadnieniem. Redakcja informuje o nierzetelno$ci autoréw odpo-
wiednie podmioty (instytucje zatrudniajace autoréw, towarzystwa naukowe itp.).

W celu uzyskania obiektywnej oceny oryginalnoséci nadsytanych artykutéw przed skierowa-
niem ich do recenzji redakcja wykorzystuje system antyplagiatowy. W przypadku wykrycia
znacznego podobienstwa artykutu do innych prac lub wysokiego prawdopodobienistwa uzycia
narzedzi sztucznej inteligencji redaktor naczelny, po zasiegnieciu opinii pozostatych cztonkow
redakcji i Rady Konsultacyjnej, podejmuje decyzje o przyjeciu lub odrzuceniu artykulu.
W przypadku odrzucenia autor otrzymuje decyzje wraz z uzasadnieniem.

3.2.3. Konflikt interesow

Redaktorzy sa zobowigzani do zgloszenia wszelkich potencjalnych konfliktéw intereséw odno-
szacych sie do autoréw, badan przedstawianych w artykutach i instytucji je finansujacych. Nie
moga by¢ zaangazowani w decyzje redakcyjne dotyczace artykutow ich autorstwa zgltoszonych
do publikacji w ,WS”. W przypadku gdy ich wlasne interesy moga utrudnia¢ im bezstronna
ocene danego artykutu i dotyczaca go decyzje o publikacji, powinni wycofa¢ sie z jego oceny
lub dyskusji na jego temat.

W celu zapobiegania konfliktom intereséw migdzy recenzentami a autorami oraz zapewnie-
nia uczciwego i bezstronnego procesu recenzowania redakcja wybiera recenzentéw sposrod
specjalistow spoza jednostki, do ktorej afiliowani sg autorzy, i spoza Zespotu Redakcyjnego.

Jezeli po opublikowaniu artykutu zostanie ujawniony konflikt intereséw autoréw, to redak-
cja zbada, czy mial on nadmierny wplyw na artykut lub jego recenzje. W przypadku gdy taki
wplyw zostanie stwierdzony, artykul podlega retrakeji.

3.2.4. Poufnosé

Informacje dotyczace artykutu sg poufne. Redaktorowi ani Zadnemu innemu pracownikowi
redakcji nie wolno ich ujawni¢ nikomu poza autorami, recenzentami, doradcami i - jesli to
uzasadnione - wydawca.
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W przypadku podjecia decyzji o niepublikowaniu artykulu nie moze on zosta¢ w zaden spo-
sOb wykorzystany przez wydawce lub uczestnikéw procesu publikacyjnego bez pisemnej zgody
autoréw.

3.2.5. Dyskusja na temat opublikowanych artykutow

Kazdy moze zglosic¢ redakgji btedy lub naruszenia dostrzezone w opublikowanych artykutach.
Postepowanie redakcji w takich przypadkach zostalo okreslone w punktach 3.2.6-3.2.8.
Redakcja publikuje réwniez nadestane polemiki z opublikowanymi artykulami.

3.2.6. Poprawki w opublikowanym artykule

W przypadku odkrycia przez autoréw lub czytelnikow btedow w opublikowanym artykule re-

dakcja ocenia, na ile sg one istotne, i podejmuje stosowne dzialania.

Jezeli wykryte btedy wplywajg na interpretacje danych lub przedstawionych informacji, a ich

poprawienie nie powoduje naruszenia naukowej integralnosci artykutu, to redakcja we wspodt-

pracy z autorem:

o w przypadku wersji Early View poprawia artykul i dotgcza do niego adnotacje o dokonane;j
poprawce, z podaniem daty;

o wprzypadku ostatecznej wersji publikacyjnej poprawia artykul i dotacza do niego adnotacje
o dokonanej poprawce, z podaniem daty, a réwnocze$nie opracowuje sprostowanie (jezeli
bledy sa zawinione przez autora) lub errate (jezeli btedy powstaly w trakcie przygotowania
do publikacji) i publikuje na numerowanej stronie w najblizszym wydaniu ,,WS”.

Drobne usterki redakcyjne lub techniczne, ktére nie wplywaja na znaczenie lub interpretacje

artykutu:

o wprzypadku wersji Early View zawsze s3 korygowane; adnotacja o dokonanej poprawce nie
jest dolaczana;

o w przypadku ostatecznej wersji publikacyjnej zazwyczaj nie sa, ale moga by¢ korygowane;
adnotacja o dokonanej poprawce nie jest dofaczana.

Redakcja powiadamia autoréw o dokonaniu poprawek w opublikowanym artykule, a takze ar-

chiwizuje wszystkie wersje artykutu.

Tresci wykraczajace poza pierwotny zakres artykulu, takie jak dodatkowe odniesienia lub ak-

tualizacje oparte na informacjach niedostepnych w momencie publikacji artykutu, nie sg do-

dawane.

3.2.7. Wycofanie (retrakcja) opublikowanego artykutu

Jezeli po opublikowaniu w artykule zostaje wykryty powazny blad lub naruszenie (np. oszu-
stwo, plagiat, naruszenie praw autorskich, powielona publikacja, nieujawniony konflikt intere-
sOw, wykorzystanie informacji poufnych niezgodnie z prawem), ktére uniewazniajg przedsta-
wione w artykule ustalenia, to artykut podlega retrakcji. Redakcja postepuje wtedy w nastepu-
jacy sposdb:

e w najblizszym numerze ,,WS” publikowana jest notatka o wycofaniu artykulu podpisana
przez autoréw lub redaktora naczelnego, z podaniem daty i powodu wycofania artykutu oraz
linkiem do oryginalnego artykutu;

e oryginalny artykul pozostaje niezmieniony, z wyjgtkiem umieszczenia znaku wodnego na
kazdej stronie pliku PDF o tresci ,artykut wycofany”.
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3.2.8. Zastrzezenia redakcji dotyczace opublikowanego artykutu

Jezeli istniejg uzasadnione obawy co do rzetelnosci badania przedstawionego w opublikowa-
nym artykule lub podejrzenia jakichkolwiek nieprawidtowosci (dowody na niepoprawnos¢ ba-
dania przeprowadzonego przez autoréw nie sg rozstrzygajace, ale charakter watpliwosci uza-
sadnia powiadomienie czytelnikow; istnieje uzasadniona obawa, ze ustalenia s niewiarygodne
lub ze mogto doj$¢ do nieprawidlowosci), redakcja moze opublikowaé notatke z zastrzeze-
niami, ze do wynikow przedstawionego w nim badania nalezy podchodzi¢ z ostrozno$cig. Takie
zastrzezenia sg publikowane jedynie w przypadku, gdy dochodzenie dotyczace artykutu nie
przyniosto rezultatow. Redakcja moze opublikowac swoje zastrzezenia réwniez wtedy, gdy do-
chodzenie w sprawie watpliwego artykulu jest w toku.

3.3. Odpowiedzialnos$¢ recenzentow

3.3.1. Rzetelnos¢ i terminowos¢

Recenzenci przyjmujg artykul do zrecenzowania, jesli posiadaja odpowiednia wiedze w okre-
$lonej dziedzinie, aby rzetelnie oceni¢ prace, a takze gdy moga wywigzac sie z terminu ustalo-
nego przez redakgje, aby nie opdznia¢ publikacji.

3.3.2. Obiektywizm

Recenzenci uczestniczg w procesie opartym na modelu double-blind peer review, zgodnie z kto-
rym nie znajg tozsamo$ci autoréw ani ich tozsamos¢ nie jest znana autorom.

Recenzenci oceniajg artykut zgodnie z kryteriami zawartymi w karcie recenzji ,,WS”. Po-
winni uzasadni¢ swojg oceng, przedstawiajac stosowng argumentacj¢. Sg zobligowani do za-
chowania obiektywnosci i powstrzymania si¢ od osobistej krytyki.

3.3.3. Wsparcie redakgji

Recenzenci wspieraja redakcje w ocenie artykuléw zgloszonych do publikacji. Ich zadaniem

jest wyrazenie opinii, czy artykut:

¢ moze by¢ opublikowany w obecnej formie;

¢ moze by¢ opublikowany po uwzglednieniu zalecanych poprawek;

e wymaga znacznej modyfikacji i ponownej oceny recenzenta (w ponownej ocenie zapada
ostateczna decyzja o dopuszczeniu do publikacji lub odrzuceniu);

¢ nie powinien zosta¢ opublikowany.

3.3.4. Wsparcie autora

Recenzenci powinni wskaza¢ wazne dla wynikéw badan opublikowane prace, ktore w ich oce-
nie powinny zosta¢ przywolane w ocenianym artykule.

3.3.5. Uzycie narzedzi sztucznej inteligencji

Niedopuszczalne jest korzystanie z narzedzi sztucznej inteligencji podczas sporzadzania recen-
zji, z wyjatkiem narzedzi, ktére s uzywane do poprawy pisowni, gramatyki i ogélnej edycji.
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3.3.6. Przeciwdziatanie nierzetelnosci naukowej

W razie stwierdzenia wysokiego poziomu zbieznosci tresci recenzowanej pracy z innymi opu-
blikowanymi materialami lub podejrzenia innych przejawéw nierzetelnosci naukowej recen-
zenci informujg o tym redakcje.

3.3.7. Konflikt interesow

Recenzenci s3 zobowigzani do zgloszenia redakcji — zgodnie z ich stanem wiedzy — wszelkich
potencjalnych konfliktéw intereséw odnoszacych sie do autoréw, przedstawionych w artykule
badan i instytucji je finansujacych. Jezeli uznaja, ze istnieje taki konflikt intereséw, to powinni
odstapi¢ od recenzowania artykutu.

3.3.8. Poufnosc¢

Recenzenci powinni traktowa¢ artykuly przestane im do zrecenzowania jako poufne. Nie moga
ich udostepnia¢ ani omawia¢ z osobami spoza redakgji, chyba ze redakcja wyrazi na to zgode.
Po ukonczeniu recenzji przechowywanie przestanych przez redakcje materiatow (w jakiejkol-
wiek formie) oraz postugiwanie si¢ nimi przez recenzentéw jest niedozwolone.

3.4. Odpowiedzialno$¢ wydawcy

3.4.1. Ochrona wtasnosci intelektualnej

Materialy opublikowane w ,,WS” sg chronione prawem autorskim. Od 2022 r. autorzy udzielaja
wydawcy - Gléwnemu Urzedowi Statystycznemu - licencji Creative Commons Uznanie au-
torstwa — Na tych samych warunkach 4.0 (CC BY-SA 4.0), ktéra jest dostepna na stronie
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode.pl. Szczegdlowa informacja o pra-
wach autorskich (copyright) jest podawana przy kazdym artykule, zaréwno w wersji elektro-
nicznej, jak i drukowane;j.

3.4.2. Otwarty dostep

Wydawca udostepnia pelng tres¢ artykutéw w internecie w trybie otwartego dostepu, tj. bez-
platnie i bez technicznych ograniczen. Uzytkownicy moga czyta¢, pobiera¢, kopiowa¢, druko-
wac i wykorzystywa¢ do innych celéw artykuly zamieszczone na stronie internetowej czasopi-
sma, zgodnie z zapisami:
e ustawy o otwartych danych i ponownym wykorzystywaniu informacji sektora publicznego
w przypadku artykuléw zgloszonych do 31.12.2021 r.;
e licencji Creative Commons w przypadku artykuléw zgloszonych po 31.12.2021 r.
Inne sposoby wykorzystania tresci artykutéw ,,WS” wymagaja zgody wydawcy.

3.4.3. Sprostowania, erraty i przeprosiny

Wydawca deklaruje gotowo$¢ do opublikowania sprostowan, errat i przeprosin.
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3.5. Odwotania i skargi

3.5.1. Odwotania

Autorzy mogga sie odwota¢ od decyzji o niepublikowaniu artykulu. W tym celu powinni skon-
taktowac si¢ z redaktorem naczelnym lub sekretarzem redakeji i przedstawi¢ stosowna argu-
mentacje. Odwolania autoréw sg rozpatrywane przez redaktora naczelnego.

3.5.2. Skargi

Kazdy uczestnik procesu publikacyjnego oraz czytelnicy maja prawo do ztozenia skargi. Skarge
nalezy przesta¢ do adres redakeji udostepniony w zakladce Kontakt.

4, Wymogi redakcyjne

Zgodnie z wymogami czasopisma omawiany w artykule problem badawczy powinien by¢
jednoznacznie zdefiniowany oraz istotny dla oceny zjawisk spotecznych lub gospodarczych.
Artykul powinien zawiera¢ wyraznie okreslony cel badania, precyzyjny opis badanych
zjawisk i stosowanych metod, uzyskane wyniki przeprowadzonej analizy oraz autorskie
wnioski.

4.1. Struktura i zawartos¢ artykutu

Wymagane elementy artykutu recenzowanego:

1. Tytul.

2. Dane autora: imi¢/imiona i nazwisko, afiliacja w jezyku polskim i angielskim, ORCID,
e-mail. W przypadku artykulu wieloautorskiego nalezy wskaza¢ autora korespondencyj-
nego.

3. Streszczenie (zalecana objetos¢ — do 1200 znakéw ze spacjami, forma bezosobowa). W przy-
padku artykutu opisujacego badanie empiryczne powinno zawiera¢: cel, przedmiot, okres
i metodg badania, Zzrédla danych i najwazniejsze wnioski z badania. W przypadku artykutéw
o innym charakterze nalezy poda¢ co najmniej cel artykutu, przedmiot i najwazniejsze
wnioski.

Streszczenie to podstawowe Zrédlo informacji o artykule, warunkujace tez decyzje czy-
telnika o zapoznaniu si¢ z cala praca. Dlatego powinno by¢ przygotowane ze szczegdlna
starannoscia i dbaloscia o umieszczenie w nim wszystkich wymaganych elementéw.

4. Stowa kluczowe - najistotniejsze pojecia lub wyrazenia uzyte w pracy (nie mniej niz trzy). Po-
winny by¢ zawarte w streszczeniu i/lub tytule.

5. Kod/kody z klasyfikacji Journal of Economic Literature (JEL).

6. Ttumaczenie tytulu, streszczenia i stow kluczowych (na jezyk angielski w przypadku arty-
kulu napisanego w jezyku polskim, a na jezyk polski w przypadku artykutu napisanego
w jezyku angielskim).

7. W artykule opisujacym badanie empiryczne wymagane sg nastepujace cze$ci:

e Wprowadzenie, zawierajace syntetyczne przedstawienie zagadnien teoretycznych, uza-
sadnienie podjecia danego problemu badawczego, cel badania i krytyczne odniesienie do
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literatury przedmiotu. W wyjatkowych przypadkach, kiedy istotne dla podjetego tematu
jest obszerniejsze przedstawienie dyskusji toczacej si¢ w literaturze, przeglad literatury
moze stanowi¢ odrebna czes¢ artykutu;

e Metoda badania, uwzgledniajaca przedmiot i okres badania, Zrédta danych i zastosowane
metody badawcze, w tym uzasadnienie ich wyboru;

e Wyniki badania - analiza danych oraz interpretacja wynikéw i odniesienie ich do rezul-
tatow wczesniejszych badan (dyskusja). W uzasadnionych przypadkach dyskusja moze
stanowi¢ odrebng czes¢ artykutu;

e Podsumowanie, ktore powinno by¢ zwiezle i odzwierciedla¢ istote problemu badawczego
przedstawionego w artykule, bez podawania danych liczbowych; konicowe wnioski po-
winny odnosi¢ sie do tresci artykutu, a w szczegélnosci do celu badania;

e Bibliografia, zawierajaca pelny wykaz prac i materialéw przywotanych w artykule, przy-
gotowana zgodnie z wymogami czasopisma (zob. Przywolywanie Zrédet w artykutach
napisanych w jezyku polskim oraz Bibliografia zalacznikowa w artykutach napisanych
w jezyku polskim).

Wiszystkie czesci powinny by¢ opatrzone numerami.

8. Jezeli podczas gromadzenia i analizy danych, pisania artykutu lub opracowywania elemen-
tow graficznych do niego autor korzystat z narzedzi sztucznej inteligencji, to powinien po-
daé w tekscie, jakich narzedzi i do czego uzyt.

W przypadku artykulu nierecenzowanego nie s3 wymagane streszczenie, stowa kluczowe
ani kody JEL. Bibliografia zatgcznikowa jest opcjonalna.

4.2, Przygotowanie artykutu

1. Artykul powinien by¢ utrzymany w formie bezosobowe;j.

2. Tekst nalezy zapisa¢ alfabetem lacinskim. Nazwy wlasne, tytuly itp. oryginalnie zapisane
innym alfabetem powinny by¢ poddane transliteracji.

3. Nie nalezy stosowa¢ stylow; formatowanie nalezy ograniczy¢ do wymogoéw redakcyjnych.

4. Objetos¢ artykulu lacznie ze streszczeniem, stowami kluczowymi, bibliografia, tablicami,
wykresami i innymi materiatami graficznymi nie powinna by¢ mniejsza niz 10 stron maszy-
nopisu ani przekracza¢ 20 stron.

5. Edytor tekstu: Microsoft Word, format *.doc lub *.docx.

6. Krdj czcionki:
e Arial - tytul, autor, streszczenie, stowa kluczowe, kody JEL, $rodtytuly, elementy gra-

ficzne (tablice, zestawienia, wykresy, schematy), przypisy;

e Times New Roman - tekst gtéwny, bibliografia.

7. Wielkos¢ czcionki:
e 14 pkt - tytul, autor, §rodtytuly wyzszego rzedu;
e 12 pkt - tekst gtowny, srodtytuly nizszego rzedu;
e 10 pkt - pozostale elementy.

8. Marginesy - 2,5 cm z kazdej strony.

9. Interlinia - 1,5 wiersza; tablice i przypisy — 1 wiersz; przed tytutami rozdzialéw i podroz-
dzialéw oraz po nich - pusty wiersz.
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Wecigcie akapitowe — 0,4 cm; bibliografia — bez wciecia, wysuniecie 0,4 cm.

Przy wyliczeniach nalezy postuzy¢ sie lista punktowang z punktorami w postaci kropek
(wysunigcie 0,4 cm, wciecie 0 cm); wiersze (oprocz ostatniego) zakonczone srednikiem.
Strony ponumerowane automatycznie.

Tablice i elementy graficzne (wykresy, mapy, schematy) muszg by¢ przywolane w tekscie.
Wrykresy, mapy i schematy nalezy zamieéci¢ w tekécie gtéwnym. Wykresy powinny by¢
edytowalne (optymalnie wykonane w programie Excel; w przypadku wykonania w progra-
mie graficznym powinny mie¢ posta¢ wektorows). Wykresy i inne materiaty graficzne
nalezy przekaza¢ osobno, najlepiej w pliku programu Excel lub innym edytowalnym
w pakiecie Microsoft Office.

Tablice musza by¢ edytowalne. Nie nalezy stosowac rastréw, cieniowania, pogrubiania czy
tez podwdjnych linii itp.

Wskazoéwki dotyczace opracowywania map znajdujg si¢ w publikacji Mapy statystycz-
ne. Opracowanie i prezentacja danych, dostepnej na stronie internetowej GUS.

Pod tablicami i kazdym elementem graficznym nalezy poda¢ Zrédlo opracowania, a takze
objasni¢ uzyte w nich skroéty i symbole.

Literowe symbole liczb i innych wielko$ci niezlozonych nalezy zapisywa¢ mata lub duza
litera i pismem pochylym (np. a, A, y(x), a;); wektoréw — pismem pochytym i pogrubionym
(np. a, A, w, y(x), wi); macierzy — pismem prostym i pogrubionym (np. A, a, M, Y(x), My).
Objasnienia znakéw umownych i zapisow w tablicach: kreska (-) - zjawisko nie wystapilo;
zero (0) — zjawisko istnialo w wielkosci mniejszej od 0,5; (0,0) - zjawisko istniato
w wielkosci mniejszej od 0,05; kropka (.) — brak informacji, konieczno$¢ zachowania ta-
jemnicy statystycznej, wypelnienie pozycji jest niemozliwe lub niecelowe; ,,w tym” — ozna-
cza, ze nie podaje si¢ wszystkich skladnikéw sumy.

Stosowane sa nastepujace skroty: tablica - tabl., wykres — wykr.

Wszystkie zawarte w artykule informacje, dane i stwierdzenia wykraczajace poza wiedze po-
wszechng - np. wyniki badan innych autoréw, zaréwno o charakterze empirycznym, jak i kon-
cepcyjnym — musza by¢ opatrzone przypisem bibliograficznym. Przez wiedze powszechna na-
lezy rozumie¢ informacje ogélnie znane i niebudzace watpliwosci ani kontrowersji w danej
grupie spolecznej, np. utworzenie GUS w 1918 r. lub powstanie UE w 1993 r. na podstawie
traktatu z Maastricht. Natomiast dane statystyczne udostepniane lub publikowane np. przez
GUS lub Eurostat nie naleza do takich informacji. Charakteru wiedzy powszechnej nie maja
réwniez stwierdzenia odnoszace si¢ do idei, zjawisk i proceséw spolecznych, politycznych czy
gospodarczych. Nawet pozornie zdroworozsagdkowe idee zmieniaja bowiem swéj sens w za-
leznosci od kultury, jezyka lub dyscypliny naukowej, a takze bywaja w rozmaity sposéb kon-
ceptualizowane, jak np. pojecie poznania w naukach spotecznych.

Podanie 7Zrodla jest konieczne niezaleznie od tego, czy informacje lub stwierdzenia
s3 ujete w ramy cytatu, czy przedstawione bez dostownego przytoczenia, np. w formie
parafrazy. Jezeli stwierdzenie moze budzi¢ jakiekolwiek watpliwosci odbiorcow, autor
powinien wskaza¢ stosowne Zrédlo podawanej informacgji.

Przypisy rzeczowe, stownikowe lub informacyjne nalezy umieszcza¢ na dole strony. Przy-
pisy bibliograficzne, zgodnie ze standardem APA (American Psychological Association),
nalezy podawacé w tekscie gtownym.

Bibliografi¢ nalezy przygotowac zgodnie ze standardem APA.


https://stat.gov.pl/statystyka-regionalna/publikacje-regionalne/podreczniki-atlasy/podreczniki/mapy-statystyczne-opracowanie-i-prezentacja-danych,1,1.html
https://stat.gov.pl/statystyka-regionalna/publikacje-regionalne/podreczniki-atlasy/podreczniki/mapy-statystyczne-opracowanie-i-prezentacja-danych,1,1.html
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4.3. Przywolywanie zrédet w artykutach w jezyku polskim

4.3.1. 0golne zasady stylu APA

Wyszczeg6lnienie

Przyktad przywotania

w odsyfaczu (w nawiasie)

w tresci zdania

Autor indywidualny

Jeden autor

(Filipiak, 2001)

Filipiak (2001)

Dwoch autoréow

Dabrowska i Nowak, 1999)

Dabrowska i Nowak (1999)

Trzech autoréw lub wiecej

Jankiewicziin., 2003)

Jankiewicz i in. (2003)

Dwie prace z tego samego
roku, czterech autoréw,

ten sam pierw-
szy autor

Baginska, Szewczykiin., 2017)

Baginska, Radwan i in. (2017)
Baginska, Szewczyk i in. (2017)

wtym: dwoch tych sa-

mych  pierw-
szych autoréw

(
(
(Baginska, Radwan i in., 2017)
(
(

Andrzejewski, Cieslak, Dasz-
kiewicz i Wréblewska, 2023)
(Andrzejewski, Cieslak, Pie-
trzak i Zajac, 2023)

Andrzejewski, Cieslak, Dasz-
kiewicz i Wréblewska (2023)
Andrzejewski, Cieslak, Pie-
trzak i Zajac (2023)

Dwie prace autoréw o tym samym nazwisku

(T. Piotrowski i Sadowska, 2015;
R. Piotrowski, 2022)

T. Piotrowski i Sadowska (2015),
R. Piotrowski (2022)

Autor instytucjonalny

Nazwa funkcjonuje
jako powszechnie

pierwsze przywotanie

(Gtéwny Urzad Statystyczny
[GUS], 2020)

Gtéwny Urzad Statystyczny
(GUS, 2020)

znany skrétowiec: kolejne przywolania

(GUS, 2020)

GUS (2020)

Petna nazwa

(Stanford University, 1995)

Stanford University (1995)

Niepetne dane bibliograficzne

Nieznany autor

(Tytut, 2015)

Tytut (2015)

Nieznany rok wydania

(Kowalczyk, b.r.)

Kowalczyk (b.r.)

Inne przypadki

Przywotywanie kilku zrédet (porzadek prac -
chronologiczny, porzadek autoréw - alfa-
betyczny)

(Grzenda, b.r., 1997, 2004a,
2004b; Nowak, 2002; Stec,
1987)

Grzenda (b.r., 1997, 2004a,
2004b), Nowak (2002) i Stec
(1987)

Przywotywanie zZrédet za innym autorem
(uwaga: w bibliografii nalezy wymieni¢
tylko prace czytana)

(Nowakowski, 1990, za: Zie-
niecka, 2007)

Nowakowski (1990, za: Zie-
niecka, 2007)

Praca ttumaczona, przedruk lub wydanie
wznowione

(Adamski, 1857/2020)

Adamski (1857/2020)

Przytaczanie dostownego cytatu lub parafra-
zowanie fragmentu cytowanego zrddta

(Wéjcik, 2021, 5.6-7)

Wjcik (2021, 5. 6-7)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: American Psychological Association. (2020). Publication manual
of the American Psychological Association (wyd. 7). https://doi.org/10.1037/0000165-000.


https://content.apa.org/doi/10.1037/0000165-000
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4.3.2. Wewnetrze zasady szczegotowe redakcji ,WS”

4.3.2.1. Bazy danych Gléwnego Urzedu Statystycznego

W przypadku korzystania z danych zaczerpnietych z baz Gtéwnego Urzedu Statystycznego

trzeba poda¢ w miejscu, w ktorym baza jest przywolywana po raz pierwszy w artykule:

¢ pelng nazwy bazy;

o skrotowiec utworzony od tej nazwy, jesli taki funkcjonuje (w innym wypadku - bez skro-
towca);

¢ nazwe jej wlasciciela;

e adres internetowy bazy w nawiasie.

W kolejnych przywolaniach, np. w zrédle pod wykresem, nalezy postugiwac sie juz tylko sama

nazwg bazy lub skrétowcem.

Przyktadowe bazy danych Gtéwnego Urzedu Statystycznego

pierwsze przywotanie kolejne przywotania

Bank Danych Lokalnych (BDL) Gtéwnego Urzedu Statystycznego

(https://bdl.stat.gov.pl) BDL

Dziedzinowe Bazy Wiedzy (DBW) Gtéwnego Urzedu Statystycznego

(https://dbw.stat.gov.pl) DBW

Baza Demografia Gtéwnego Urzedu Statystycznego

(https://demografia.stat.gov.pl) Baza Demografia

4.3.2.2. Akty prawne
Jednokrotne przywotanie

Jesli autor powoluje si¢ w artykule na akt prawny, to powinien poda¢ jego pelny oficjalny tytul
(bez numeru dziennika urzedowego). W zaleznosci od kontekstu moze go ujaé:
e w tredci zdania, np.

Artykul 18 ust. 1 Ustawy z dnia 29 czerwca 1995 r. o statystyce publicznej okresla state elementy skla-
dowe kazdego badania statystycznego.

¢ lub w formie odsylacza bibliograficznego, czyli w nawiasie, np.

Statystyka publiczna zapewnia réwnoprawny, réwnorzedny i réwnoczesny dostep do wynikowych in-
formagji statystycznych (Ustawa z dnia 29 czerwca 1995 r. o statystyce publicznej).

Dlugi tytul aktu prawnego mozna skrocié, zachowujac jego poczatkows czes$¢ i dodajac wie-
lokropek, np.

W latach 2022-2023, dzigki dwom dyrektywom Unii Europejskiej, wprowadzono 11 kolejnych
zmian w prawie pracy wspierajacych work-life balance (Dyrektywa Parlamentu Europejskiego
i Rady (UE) 2019/1152 z dnia 20 czerwca 2019 r. w sprawie przejrzystych i przewidywalnych wa-
runkow pracy w Unii Europejskiej; Dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady (UE) 2019/1158
z dnia 20 czerwca 2019 r. w sprawie rownowagi miedzy zyciem zawodowym a prywatnym rodzicow
i opiekunow...).
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Wielokrotne przywotania

W przypadku gdy autor zamierza odwolywac sie w artykule do aktu prawnego wiecej niz raz,
a tytut aktu prawnego jest dtugi, powinien przy pierwszym przywolaniu oprdcz jego petnego
oficjalnego tytulu wprowadzi¢ rowniez krotsza nazwe opisows i tylko jej uzywaé w dalszej
czesci pracy, np.

Zgodnie z Rozporzadzeniem Parlamentu Europejskiego i Rady (UE) nr 1260/2013 z dnia 20 listopada
2013 r. w sprawie statystyk europejskich w dziedzinie demografii (dalej: rozporzadzenie nr 1260/2013)
ludnos¢ rezydujgca to ludno$¢ mieszkajaca w panstwie czlonkowskim nieprzerwanie przez okres co
najmniej 12 miesigcy przed czasem odniesienia. [...] Chociaz rozporzadzenie nr 1260/2013 obowigzuje
0d 2013 r., to GUS przekazat do Eurostatu dane o liczbie i strukturze ludnosci rezydujacej rowniez za
lata 2009-2012.

W calym artykule nalezy przyja¢ jednolity sposob tworzenia krétszych nazw opisowych ak-
tow prawnych.

Spoza Polski i UE

W przypadku aktéw prawnych, ktdre nie zostaly wydane ani przez wladze Polski, ani wladze
Unii Europejskiej i s3 dostgpne w jezyku angielskim (oficjalne thumaczenie), nalezy postugiwac
sie tytutem angielskim, np.

Rada Ministrow Uzbekistanu przyjela rezolucje, w ktdrej okreslita zadania organizacji i ministerstw
zwigzane z realizacja SDG do 2030 r. (Resolution of the Cabinet of Ministers of the Republic of Uzbeki-
stan No. 841 of 20th October 2018 ‘On measures to implement national goals and objectives in the field
of sustainable development until 2030’).

Zapis tytulu aktu prawnego, ktdry nie jest dostepny w jezyku angielskim, zalezy od alfabetu:
o alfabet facinski - tytut trzeba przywola¢ w wersji oryginalnej, np.

Podstawe prawng statystyki publicznej we Francji stanowig zasadniczo dwa dokumenty: ustawa spe-
cjalna dotyczaca zadan publicznej stuzby statystycznej (Loi n° 51-711 du 7 juin 1951 sur I'obligation, la
coordination et le secret en matiére de statistiques) oraz ustawa o ochronie danych, ktérej podlega prze-
twarzanie danych statystycznych, podobnie jak przetwarzanie danych dotyczacych oséb fizycznych
(Loin® 78-17 du 6 janvier 1978 relative a I'informatique, aux fichiers et aux libertés).

o alfabet inny niz facinski - tytul trzeba podda¢ transkrypcji, np.

W kwietniu 2021 r. w Serbii przyjeto ustawe o zmianie ustawy o powszechnym spisie ludnosci,
gospodarstw domowych i mieszkan, na mocy ktorej mozliwe bylo przelozenie spisu z powodu pan-
demii COVID-19 (Zakon o izmienama zakona o popisu stanownisztwa, domacinstawa i stanowa
2022. Godine).

Tytuly aktéow prawnych podawane w tekscie i w bibliografii zalacznikowej musza by¢ takie
same.
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4.4. Bibliografia zalacznikowa

4.4.1. Zasady ogolne

1. Bibliografia powinna:

zawiera¢ wylgcznie Zzrédta przywolane w artykule;

by¢ zapisana w alfabecie acinskim (opisy bibliograficzne w innym alfabecie nalezy pod-
da¢ transkrypcji);

by¢ uporzadkowana alfabetycznie wedlug nazwiska pierwszego autora lub — w przypadku
publikacji nieznanego autora - tytutu publikacji (w przypadku tytutéw zaczynajacych sie
od liczb decyduje pierwsza wymawiana gloska).

2. W opisach bibliograficznych nalezy podawacé:

pelng nazwe autora instytucjonalnego, nawet jesli w artykule byt uzywany skrétowiec;
pelng nazwe wydawcy;

elementy takie jak: ,,redaktor” (red.), ,wydanie” (wyd.), ,ttumaczenie” (ttum.) i ,,strona” (s.)
w skrocie i w jezyku polskim, niezaleznie od jezyka, w jakim Zrédto zostalo opracowane;
numer DOI (Digital Object Identifier), je$li Zrédto jest nim opatrzone, lub adres strony
internetowej, jesli nie ma DO, a zrodlo mozna znalez¢ w internecie. Nie nalezy zamiesz-
cza¢ linkow do baz czasopism czy repozytoriow;

w przypadku tekstow na stronie internetowej (dostepnych tylko online) - date dostepu
wylacznie wtedy, gdy zawarto$¢ strony nie jest archiwizowana (zmienia sie).

3. Zasady porzadkowania Zrédel sg nastepujace:

prace jednego autora / kilku tych samych autoréw nalezy utozy¢ wedlug roku wydania,
zaczynajac od najwcze$niejszego;

jesli kilka prac tego samego autora / tych samych autoréw zostato opublikowanych w tym
samym roku, nalezy poda¢ je alfabetycznie wedtug tytutu i odpowiednio oznaczy¢ po-
przez dopisanie przy roku wydania liter a, b, ¢ itd. Dopisek ,,red.” nie ma wplywu na
porzadek alfabetyczny takich prac (decydujg ich tytuly);

prace tego samego autora / tych samych autoréw z nieznanym rokiem wydania (bez
roku - b.r.) trzeba umiesci¢ przed pracami z rokiem wydania, a prace ,w druku” - po
pracach z rokiem wydania.

4.4.2, Przyklady opiséw bibliograficznych

Typ zrédta Przyktad opisu bibliograficznego

Artykut w czasopismie

W formie: drukowanej Nazwisko, X. (rok). Tytut artykutu. Tytut czasopisma,

rocznik(zeszyt), strona poczatku—strona konca.

elektronicznej, z DOI Nazwisko, X., Nazwisko 2, Y. (rok). Tytut artykutu. Tytut
czasopisma, rocznik(zeszyt), strona poczatku-strona
konca. https://doi.org/xxx.

elektronicznej, bez DOI | Nazwisko, X., Nazwisko 2, Y., Nazwisko 3, Z. (rok). Tytut
artykutu. Tytut czasopisma, rocznik(zeszyt), strona po-
czatku-strona konca. https://xxx.

Opublikowany w trybie online first (przed wiacze- | Nazwisko, X. (rok). Tytut artykutu. Tytut czasopisma.
niem do numeru czasopisma) Opublikowany w trybie online first. https://xxx.
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Typ zrédia (cd.)

Przyktad opisu bibliograficznego (cd.)

Artykut w gazecie codziennej

W formie:

drukowanej

Nazwisko, X. (rok, dzierh miesiagc). Tytut artykutu. Tytut
czasopisma, strona lub strona poczatku-strona konca.

elektronicznej

Nazwisko, X. (rok, dzien miesiagc). Tytut artykutu. Tytut
czasopisma. https://xxx.

Nazwisko, X. (b.r.). Tytut artykutu. Tytut czasopisma.
https://xxx.

Tytut artykutu. (rok, dzien miesiac). Tytut czasopisma.
https://xxx.

Ksiazka

W formie:

drukowanej

Nazwisko, X. (rok). Tytut ksigzki. Wydawnictwo.

elektronicznej, z DOI

Nazwisko, X. (rok). Tytut ksigzki. Wydawnictwo.
https://doi.org/xxx.

elektronicznej, bez DOI

Nazwisko, X.
https://xxx.

(rok). Tytut ksigzki. Wydawnictwo.

W przektadzie

Nazwisko, X. (rok). Tytut ksigzki (thum. Y. Nazwisko).
Wydawnictwo.

Wydanie wielotomowe:

tom niezatytutowany

Nazwisko, X. (rok). Tytuf ksigzki (t. numer tomu w alfa-
becie arabskim). Wydawnictwo.

tom zatytutowany

Nazwisko, X. (rok). Tytut ksigzki: t. numer tomu w alfa-
becie arabskim. Tytut tomu. Wydawnictwo.

Kolejne wydanie

Nazwisko, X. (rok). Tytut ksiqzki (wyd. numer wydania).
Wydawnictwo.

Pod redakcja

Nazwisko, X. (red.). (rok). Tytut ksigzki. Wydawnictwo.

Rozdziat w pracy zbiorowej i hasto stownikowe/encyklopedyczne

Rozdziat w pracy zbiorowej

Nazwisko, X. (rok). Tytut rozdziatu. W: Y. Nazwisko,
Z. Nazwisko 2 (red.), Tytut ksigzki (s. strona poczatku—
strona konca). Wydawnictwo.

Hasto ze stownika lub
z encyklopedii w formie:

drukowanej

Nazwisko autora hasta, X. (rok). Hasto. W: Y. Nazwisko
(red.), Tytut. Wydawnictwo.

elektronicznej

Hasto. (rok). W: Y. Nazwisko (red.), Tytut. Wydawnic-

two. https://xxx.

Raporty i szara literatura

Autor:

indywidualny

Nazwisko, X. (rok). Tytut raportu. Wydawnictwo.
https://doi.org/xxx.

instytucjonalny

Nazwa instytucji. (rok). Tytut raportu. Wydawnictwo
(tylko jesli wydawca jest instytucja inna niz autorska).

Working papers

Nazwisko, X. (rok). Tytut pracy (nazwa serii i numer).
https://xxx.
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Typ zrédta (cd.)

Przyktad opisu bibliograficznego (cd.)

Materialy z konferencji

Opublikowane w formie: | ksiazki

zob. przyktad opisu ksiazki lub rozdziatu

czasopisma

zob. przyktad opisu artykutu w czasopismie

Niepublikowane (wygtoszone)

Nazwisko, X. (rok, dzier miesigc). Tytut pracy [typ wysta-
pienia, np. referat lub prezentacjal. Nazwa i miejsce
(miasto, kraj) konferencji.

Rozprawa doktorska

Niepublikowana

Nazwisko, X. (rok). Tytut pracy [niepublikowana roz-
prawa doktorska]. Nazwa instytucji nadajacej tytut
doktorski.

Opublikowana, dostepna w internecie

Nazwisko, X. (rok). Tytut pracy [rozprawa doktorska, na-
zwa instytucji nadajacej tytut doktorskil. https://xxx.

Maszynopis

Niepublikowany / przygotowywany przez autora /
zgtoszony do publikacji, ale jeszcze niezaakcepto-
wany

Nazwisko, X. (rok). Tytut [maszynopis niepublikowany /
w przygotowaniu / zgtoszony do publikacji].

Artykut zaakceptowany do publikacji w czaso-
pismie

Nazwisko, X. (w druku). Tytut artykutu. Tytut czasopisma.

Opublikowany nieformalnie (np. na stronie inter-
netowej autora)

Nazwisko, X. (rok). Tytut. https://xxx.

Akt

prawny'’

Polski i UE

Petny tytut aktu prawnego w jezyku polskim (nu-
mer/pozycja w dzienniku urzedowym).

Spoza Polski i UE dostepny w jezyku an-

gielskim

Petny tytut aktu prawnego w jezyku angielskim (nu-
mer/pozycja w dzienniku urzedowym). https://xxx.

dostepny tylko w jezy-
ku oryginalnym, w alfa-
becie faciriskim

Petny tytut aktu prawnego w jezyku oryginal-
nym (numer/pozycja w dzienniku urzedowym).
https://xxx.

dostepny tylko w jezy-
ku oryginalnym, w in-
nym alfabecie niz tacin-
ski

Petny tytut aktu prawnego w transkrypcji z jezyka
oryginalnego (numer/pozycja w dzienniku urzedo-
wym). https://xxx.

Tekst na stronie internetowej (dostepny tylko online)

Znana data publikacji, zawarto$¢ strony jest archi-
wizowana (nie zmienia sie)

Nazwisko, X. (rok, dzier miesigc). Tytuf. https://xxx.

Nieznana data publikacji, zawartosc strony nie jest
archiwizowana (zmienia sie)

Nazwa instytucji. (b.r.). Tytuf. Pobrane dzien miesiac rok
pobrania z https://xxx.

! Wewnetrzne zasady redakgji ,WS".
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Typ zrédta (dok.)

Przyktad opisu bibliograficznego (dok.)

Zbior danych pobranych ze strony internetowej

Dane opublikowane:

znana data publikacji,
zawarto$¢ zbioru jest
archiwizowana (nie zmie-
nia sie)

Nazwisko, X. (rok). Nazwa zbioru danych [zbiér danych].
Wydawca. https://xxx.

nieznana data publi-
kacji, zawartos¢ zbioru
nie jest archiwizowana
(zmienia sie)

Nazwa instytucji. (b.r.). Nazwa zbioru danych [zbior da-
nych]. Wydawca (tylko jesli wydawca jest instytucja
inna niz autorska / wiasciciel danych). Pobrane dzien
miesiac rok pobrania z https://xxx.

Materialy audiowizualne

Nagranie wideo

Nazwisko, X. (rok, dzier miesiac). Tytuf [wideo]. Nazwa
kanatu, na ktérym nagranie zostato udostepnione
(np. YouTube). https://xxx.

Webinar

Nazwisko, X. lub nazwa instytucji. (rok, dzieri miesigc).
Tytut [webinar].

Posty w serwisac|

h spotecznosciowych

Post na portalu X lub Instagramie

Nazwisko, X. lub nazwa instytucji [@ nazwa uzytkow-
nika] (rok, dzier miesiac). Tres¢ — do 20 wyrazdw [post].
Nazwa serwisu spotecznosciowego (X lub Instagram).
https://xxx.

Post na Facebooku

Nazwisko, X. lub nazwa instytucji [nazwa uzytkownika]
(rok, dzien miesiac). Tres¢ — do 20 wyrazéw [post]. Face-
book. https://xxx.

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: American Psychological Association. (2020). Publication manual
of the American Psychological Association (wyd. 7). https://doi.org/10.1037/0000165-000.

Praca przygotowana w sposob niezgodny z powyzszymi wskazoéwkami bedzie odeslana do
autora z pro$ba o dostosowanie formy artykulu do wymogow redakcyjnych.


https://content.apa.org/doi/10.1037/0000165-000
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STALE DZIALY ,WS” — ZAKRES TEMATYCZNY
PERMANENT SECTIONS OF WS - THEMATIC SCOPE

Tematy artykutéw Topics of the articles

Studia metodologiczne / Methodological studies

Oryginalne lub udoskonalone rozwigzania
metodologiczne, ktére moga znalez¢ zastosowanie

w analizach statystycznych i stuzyé podnoszeniu ich jakosci
Projektowanie badan statystycznych

Original or developed methodological solutions which
can be applied to statistical analyses and serve to
improve their quality

Planning statistical surveys

Statystyka w praktyce / Statistics in practice

Nowatorskie zastosowania narzedzi i modeli
statystycznych oraz analiza i ocena statystyczna zjawisk
spoteczno--gospodarczych i innych, prowadzona

w szczegdlnosci na danych pochodzacych z zasobéw
statystyki publicznej

Wykorzystanie narzedzi informatycznych do uzyskiwania
i przetwarzania informacji statystycznych, naliczania

i kontroli ujawniania danych oraz prezentacji

i rozpowszechniania danych wynikowych

Innovative applications of statistical tools and models as
well as statistical analysis and assessment of social,
economic and other phenomena, performed mainly on
data produced by official statistics

Application of IT tools to obtain and process statistical
information, to calculate data and control the statistical
disclosure, and to present and disseminate output data

Studia interdyscyplinarne. Wyzwania badawcze / Interdisciplinary studies. Research challenges

Wyzwania badawcze wynikajace z rosnacych potrzeb
uzytkownikéw danych statystycznych i wymagajace
stosowania rozwigzan z réznych dziedzin nauki
Problematyka wykraczajaca poza konwencjonalne
tematy zwigzane ze statystyka

Wyniki badan prowadzonych w obrebie réznych
dyscyplin z wykorzystaniem metod statystycznych

Research challenges resulting from growing needs of
statistical data users and requiring the application of
solutions from various fields of science

Problems beyond the conventional thematic scope
related to statistics

Results of research carried out in the framework of
several fields of science using statistical methods

Edukacja statystyczna / Statistical education

Metody i efekty nauczania statystyki na wszystkich
poziomach edukacji

Popularyzacja myslenia statystycznego i rzetelnego
postugiwania sie informacjami statystycznymi

Methods and effects of statistical education at all levels
of education

Popularisation of statistical thinking and of diligent use
of statistical information

Spisy powszechne - problemy i wyzwania / Issues and challenges in census taking

Rozwiazania metodologiczne i organizacyjne mozliwe
do zastosowania podczas przygotowywania
i prowadzenia spisow
Praktyczne aspekty zwigzane z gromadzeniem
i udostepnianiem danych ze spiséw, w tym dotyczace
obcigzenia odpowiedzi i ochrony tajemnicy
statystycznej

Z dziejow statystyki / Fro
Historia prowadzenia obserwacji statystycznych, w tym
rozwdj metodologii i narzedzi oraz instytucji
statystycznych w Polsce i za granica
Zycie i osiggniecia wybitnych statystykow

Methodological and organisational solutions which may
be implemented in the process of preparing and
conducting censuses

Practical aspects of collecting and disseminating census
data, including those related to response burden and
the protection of statistical confidentiality

m the history of statistics

History of statistical observations, including the
development of statistical methodologies, tools and
institutions in Poland and abroad

Life and achievements of prominent statisticians

In memoriam

Nekrologi i artykuty wspomnieniowe o osobach
zastuzonych dla statystyki

Obituaries and articles remembering important people
in the world of statistics

Dyskusje. Recenzje. Informacje / Discussions. Reviews. Information

Dyskusje i polemiki

Sprawozdania z konferencji naukowych
Recenzje ksigzek oraz zestawienia nowosci
wydawniczych GUS

Discussions and polemics

Reports from scientific conferences

Book reviews and compilations of Statistics Poland's
new publications
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