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Wptyw technologii
zaleznej od kapitatu na pracujgcego
na rownowage uogoélnionego modelu Solowa

The influence of technology
dependent on capital-labour ratio
on the equilibrium of the generalised Solow model

Adam Krawiec?, Anna Pote¢®, Tomasz Tokarskic

Streszczenie. Celem artykutu jest uogélnienie modelu wzrostu Solowa i pokazanie, ze
w tak uogélnionym modelu moze istnie¢ wiecej niz jeden nietrywialny punkt stacjonarny.
W neoklasycznej teorii wzrostu gospodarczego, opierajgcej sie na modelu Solowa-Swana,
technologia jest egzogeniczna. Odmiennym podejsciem charakteryzuja sie modele wzro-
stu, w ktorych technologia (lub wiedza) jest ksztattowana endogenicznie. Technologia
egzogeniczna jest dana z zewnatrz, czyli model nie wyjasnia, skad sie ona bierze, a endo-
geniczna wystepuje wowczas, gdy jej poziom jest zalezny od innej zmiennej makroekono-
micznej w modelu. W artykule zaproponowano alternatywne uogélnienie modelu Solowa
z technologia endogeniczng, ktdra jest zwigzana z wielkoscig naktadéw kapitatu na pra-
cujgcego w ten sposdb, ze wraz ze wzrostem jej wielkosci rosnie poziom technologii. Zba-
dano réwniez dynamike modelu oraz wyznaczono punkty stacjonarne i przeanalizowano
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ich stabilnos¢. Przedstawione zostaty warunki istnienia stabilnego stanu stacjonarnego.
Ponadto przeprowadzono symulacje numeryczne w celu wyznaczenia trajektorii badanych
zmiennych makroekonomicznych. Pokazano, ze powyzej granicznej stopy oszczednosci/
inwestycji istnieja dwa nietrywialne punkty stacjonarne. Niestabilny punkt stacjonarny wy-
znacza granice ubodstwa. Jesli gospodarka startuje z poziomu kapitatu na pracujacego
mniejszego od tego punktu, to w diugim okresie zmienne makroekonomiczne sg zbiezne
do 0. Jesli poczatkowy zaséb kapitatu na pracujgcego jest wiekszy od tego punktu, to
zmienne makroekonomiczne sg zbiezne do stabilnego punktu stacjonarnego. Co wiecej,
poniewaz wielkos¢ kapitatu na pracujacego zasadniczo determinuje zaréwno poziom tech-
nologii, jak i wydajnos¢ pracy, obie zmienne zachowuja sie identycznie jak 6w zaséb.
Stowa kluczowe: endogeniczny model wzrostu gospodarczego, technologia, symulacje

Abstract. The aim of this article is to generalise the Solow growth model and to show that,
in such a generalised model, there can be more than one non-trivial stationary point. In the
neoclassical theory of economic growth, based on the Solow-Swan model, technology is
exogenous. Growth models are characterised by a different approach, in which technology
(or knowledge) is developed endogenously. Exogenous technology is introduced to the
economy ‘from the outside’, while endogenous technology applies when its level depends
on another macroeconomic variable in the model. This paper proposes an alternative
generalisation of the Solow model with endogenous technology, which is related to the
capital-labour ratio in such a way that the level of technology increases as the value of this
variable grows. We also analysed the dynamics of the model, determined the stationary
points and analysed their stability. Furthermore, we demonstrated the conditions allowing
the existence of a stable stationary state. Numerical simulations were carried out to
determine the trajectories of the macroeconomic variables examined in the study. We
showed that there are two non-trivial stationary points above the savings rate threshold
value. The unstable stationary point defines the poverty limit. If the initial level of capital per
worker in an economy is below the value of this point, the macroeconomic variables
converge to 0 in the long run. If the initial level of capital per worker is greater than this
value, the macroeconomic variables converge to a stable stationary point. Moreover, since
in general, the value of the capital-labour ratio determines both the level of technology and
labour productivity, these variables behave in the same way as the former.

Keywords: endogenous growth model, technology, simulations
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1. Wprowadzenie

W drugiej potowie lat 50. XX w. Solow (1956) i Swan (1956) — niezaleznie od siebie -
przedstawili modele wzrostu gospodarczego, ktore staly sie podstawa wspolczesnej
neoklasycznej teorii wzrostu. W modelu Solowa-Swana' proces wzrostu gospodar-
czego jest zdeterminowany przez trzy zmienne: naktady kapitatu rzeczowego, naklady
pracy i technologie. Co wiecej, w neoklasycznych modelach wzrostu zaréwno naklady
kapitatu, jak i naklady pracy cechujg si¢ malejacymi produktywno$ciami kranco-
wymi, a technologia ma charakter egzogeniczny, czyli model nie wyjasnia skad si¢ ona
bierze — Allen (1975) opisal to za pomocg metafory, ze technologia spada na gospo-
darke jak manna z nieba. Warto$¢ technologii albo jest stafa jak w oryginalnym mo-
delu Solowa (1956), albo ro$nie wykladniczo ze stalg stopa wzrostu (Solow, 1957;
Swan, 1956). Istotnym rozszerzeniem neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego
jest zroznicowanie nakladéw czynnikow produkeji potaczone z uwzglednieniem od-
dzialywania na procesy produkcyjne zasobu kapitatu ludzkiego (Mankiw i in., 1992)
lub skonczonej liczby réznych zasobéw kapitatéw (Nonneman i Vanhoudt, 1996)
przy utrzymaniu zalozenia o malejgcej krancowej produktywnosci kazdego z bada-
nych czynnikéw produkcji.

Zaleta modelu Solowa — lub bardziej ogdlnie: neoklasycznej teorii wzrostu — jest
rowniez mozliwo$¢ wprowadzenia do tego modelu lub modeli rozszerzen uwzgled-
niajgcych rézne aspekty funkcjonowania gospodarki lub spoteczenstwa, takie jak row-
nowaga rynku pracy, przestrzenne zréznicowanie rozwoju gospodarki czy wptyw pan-
demii lub wojny na gospodarke (Dykas i in., 2023; Filipowicz, 2019; Filipowicz i in.,
2024a, 2024b).

Dyskusja nad zalozeniem o malejacej krancowej produktywnosci czynnikéw pro-
dukgji, ktorej prekursorem byt Arrow (1962), skupita si¢ na roli technologii i jej wply-
wie na wzrost gospodarczy. W drugiej polowie lat 80. i w latach 90. XX w. podjeto
istotne préby endogenizacji postepu technicznego (szerzej: wiedzy), co doprowadzito
do stworzenia endogenicznej teorii wzrostu gospodarczego (nazywanej takze nowg
teorig wzrostu). Za prekursora tej teorii uwaza sie Romera (1986), ktory przedstawit
pierwszy model wzrostu z endogeniczng wiedzg jako czynnikiem produkgji, charak-
teryzujaca si¢ rosnaca produktywnoscig krancowa. Z kolei w modelu wzrostu Lucasa
(1988), bedacym rozwinigciem idei Uzawy (1965), wzrost gospodarczy jest réwniez
wynikiem akumulacji kapitatu ludzkiego przy zalozeniu niemalejacej produktywnosci
krancowej czynnikéw produkeji. Kolejne modele wzrostu wigzaly rozwdj technologii
z nakladami kapitalu, pracy oraz wydatkami na badania i rozwdj (Aghion i Howitt,

W literaturze makroekonomicznej neoklasyczny model wzrostu gospodarczego Solowa nazywany jest réw-
niez modelem wzrostu Solowa-Swana, dlatego w dalszej czesci pracy pojecia modelu Solowa, modelu
Solowa-Swana i neoklasycznego modelu wzrostu traktujemy jako tozsame.
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1998; Grossman i Helpman, 1991; Romer, 1990). Teoria endogenicznego wzrostu
gospodarczego stala sie¢ waznym obszarem wspolczesnych badan makroekono-
micznych dotyczacych przyczyn i natury proceséw wzrostu gospodarczego (Aghion
i Howitt, 1998; Barro i Sala-i-Martin, 1995; Dykas i in., 2023, Filipowicz i in., 2024b;
Malaga, 2013; Solow, 2000).

Mozna jeszcze wspomniec o rozszerzonych modelach Solowa, ktdre nie charakte-
ryzujg sie dokladnie jednym nietrywialnym punktem stacjonarnym. Przyjecie zatoze-
nia o zmiennej stopie wzrostu liczby pracujgcych moze prowadzi¢ do dwdch nietry-
wialnych punktéw stacjonarnych. Ferrara i Guerrini (2009) zalozyli, ze zmiana liczby
pracujacych jest opisana funkcja logistyczng, co prowadzi do wystgpienia wielu punk-
tow réwnowagi, w tym nie tylko stabilnego wezla, lecz takze punktow siodtowych.
Podobna modyfikacja stopy wzrostu liczby pracujacych zostata zaproponowana przez
Filipowicz i in. (2016). W tej pracy stopa wzrostu liczby pracujacych jest malejaca
funkcja wydajnosci pracy (postmaltuzjanska $ciezka wzrostu populacji), co prowadzi
do zmodyfikowanego modelu Solowa, w ktérym moze istnie¢ wiecej niz jeden punkt
stacjonarny lub moze nie by¢ Zadnego punktu stacjonarnego z wyjatkiem punktu try-
wialnego. Z kolei przyjecie niestandardowej $ciezki zmiany stopy liczby pracujacych,
podobnej do funkeji rozkltadu normalnego Gaussa, powoduje, ze zmodyfikowane
rownanie Solowa nie ma nietrywialnego punktu stacjonarnego, a wydajno$¢ pracy
ro$nie do plus nieskoniczonosci (Filipowicz i in., 2017).

Ztozona dynamika w zmodyfikowanym modelu Solowa moze tez by¢ konsekwen-
cja przyjecia alternatywnej funkcji produkgji. Plata Pérez i Calderén (2009) zbadali
zmodyfikowane modele Solowa i Ramseya, w ktorych wprowadzono funkcje wzrostu
Richardsa (1959) jako funkcje produkgji, i wykazali istnienie czterech typéw punktow
réwnowagi.

W modelu Solowa-Swana nie tylko stopa wzrostu liczby pracujacych, lecz takze
stopa wzrostu technologii jest stala. Jak wskazali$my, zmienna stopa liczby pracujg-
cych byla czgsto rozwazana w pracach teoretycznych. W artykule podejmujemy probe
zbadania wplywu zmiennej stopy technologii na dynamike procesu wzrostu gospo-
darczego. Przedstawiamy uogolnienie modelu Solowa z technologia endogeniczna,
ktérg kwantyfikujemy jako faczng produktywnos$é czynnikéw produkeji (ang. total
factor productivity — TFP). W najcze$ciej rozwazanych modyfikacjach stopa wzrostu
liczby pracujacych osiaga asymptotycznie warto$¢ staly. Podobne zalozenie czynimy
dla stopy wzrostu technologii. Na skutek stalej dodatniej stopy postepu technicznego
(np. w sensie Harroda) technologia rosnie do nieskonczono$ci. Moze to prowadzi¢ do
osobliwosci technologicznej (Ulam, 1958), przy ktdrej — jak sadzimy — neoklasyczne
modele wzrostu gospodarczego nie bedg mialy zastosowania. W oryginalnym modelu
Solowa (1956) TFP jest stala, wiec w tym sensie poziom technologiczny gospo-
darki okazuje si¢ niezmienny. Swan (1956), konstruujac model wzrostu gospodarczego,
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przyjal zalozenie, ze ta wielkos¢ roé$nie wykladniczo. Mozna uzna¢ za zasadne wystepo-
wanie dolnego i gérnego ograniczenia dla zmiennosci TFP. Nalezy tez zauwazy¢, ze
TFP jest szeroka miarg i moze zawiera¢ wiele réznych czynnikéw, dlatego jej estyma-
cja nie jest tatwa (Deboeck, 2023). Niemniej jednak takie proby sa podejmowane i naj-
nowsze badania empiryczne wskazujg, ze ta wielko$¢ jest addytywna (Philippon,
2022), czyli jej wzrost jest liniowy.

W modelu proponowanym w niniejszym artykule przyjmujemy, ze TFP rosnie wraz
ze wzrostem nakladéw kapitatu na pracujacego. Przedstawiony model jest uproszczony
w tym sensie, ze jako czynnik wzrostu TFP zawiera tylko techniczne uzbrojenie pracy,
a pomija inne. Jezeli gospodarka znajduje si¢ daleko od stanu stacjonarnego, to wzrost
TFP jest w przyblizeniu liniowy (ale wolniejszy niz liniowy). W miare jak gospodarka
zmierza do stanu stacjonarnego, wzrost TFP jest coraz wolniejszy, az w punkcie sta-
cjonarnym osigga poziom 0. Oznacza to, ze gdyby naklady kapitatu na pracujacego
w gospodarce rosty od 0 do nieskonczonosci, to TFP zwiekszataby sie coraz wolniej
od 0 do 1. Prezentowany model moze by¢ dobrym opisem gospodarki znajdujacej sie
poza stanem dlugookresowej rownowagi.

Badania nad wptywem TFP na wzrost gospodarczy Iacza zaréwno aspekt teore-
tyczny, jak i empiryczny (Baier i in., 2006; De Visscher i in., 2020; Heshmati
i Rashidghalam, 2016; Welfe, 2003). W tej pracy przedstawiono nowy model teore-
tyczny. Zbadano réwniez dynamike tego modelu, istnienie punktu stacjonarnego?
i jego stabilno$¢ oraz trajektorie, po ktorych podstawowe zmienne makroekono-
miczne zmierzaja do dlugookresowej réwnowagi gospodarki.

Celem artykutu jest uogélnienie modelu wzrostu Solowa i pokazanie, ze w tak
uogodlnionym modelu moze istnie¢ wigcej niz jeden nietrywialny punkt stacjonarny.
Wskazujemy rowniez, ze jesli istnieja dwa nietrywialne punkty stacjonarne, to
pierwszy jest punktem niestabilnym, a drugi - stabilnym. Ponadto niestabilny punkt
stacjonarny wyznacza granice ubdstwa, poniewaz jesli gospodarka startuje od
poziomu kapitalu na pracujacego nizszego od tego punktu, to zaréwno kapital na
pracujacego, jak i wydajno$¢ pracy oraz konsumpcja na pracujacego sa w dlugim
okresie zbiezne do 0. Jesli poczatkowy zaséb kapitalu na pracujgcego jest wiekszy
od tego punktu, to zmienne makroekonomiczne sg zbiezne do stabilnego punktu
stacjonarnego.

2 Punkt stacjonarny réwnania rézniczkowego danego wzorem % = f(x(t)), gdzie funkcje x(t) i f(x) sa

ciggtymi i rézniczkowalnymi funkcjami t > 0 i x € P (przy czym P oznacza przestrzen fazowg powyzszego

réwnania rézniczkowego), jest definiowany w pracy jako taka wielko$¢ x € P, ze f(x) =0 = % _=0.
X=X

W polskiej literaturze ekonomicznej ten punkt czesto jest nazywany stanem ustalonym, co wynika z mato

precyzyjnego ttumaczenia (z punktu widzenia terminologii matematycznej) angielskiego terminu steady

state. Poniewaz polscy matematycy zajmuja sie rownaniami rézniczkowymi znacznie dtuzej niz ekonomisci,

w artykule konsekwentnie stosujemy terminologie stricte matematyczna i rozwazamy punkty stacjonarne

(a nie stany ustalone) réwnania rézniczkowego.
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2. Zalozenia modelu

W prowadzonych dalej rozwazaniach zakladamy, Ze funkcjonowanie gospodarki opi-
sujg nastepujgce trzy réwnania®:

a(k(t))=1- e k®), (1)
y(t) = alk(t))k“(t), (2)
k(®) = sy(t) - uk(t), 3)

gdzie:
a(t) = 0 - technologia w momencie t > 0 (traktowana jako pojecie pierwotne, kto-
rego kwantyfikacjg jest TFP),
k(t) = 0 - naklady kapitatu na pracujacego,
y(t) = 0 - wydajno$¢ pracy (czyli produkcja na pracujacego),
s € (0, 1) - stopa oszczednosci/inwestycji,
u>0 - stopa ubytku kapitalu na pracujacego, bedaca suma stopy deprecjacji
kapitatu § € (0, 1) oraz stopy wzrostu liczby pracujacych n > 0.
Parametr a € (0, 1) zostanie zinterpretowany ekonomicznie w dalszej czesci opra-
cowania.
Zwigzek (1) uzaleznia technologi¢ a od zasobu kapitalu na pracujacego k. Z kolei
réwnanie (2) jest funkcja wydajnosci pracy wynikajaca z funkcji produkcji Cobba-
-Douglasa (1928) danej wzorem

Y =ak®Lt-¢,

gdzie Y, K, L = 0 oznaczajg kolejno wielko$¢ produkeji, naklady kapitatu i naklady
pracy. Natomiast réwnanie rézniczkowe (3) to réwnanie Solowa, z ktorego wynika, ze
przyrost kapitatu na pracujacego k jest réznica pomiedzy oszczednosciami/inwesty-
cjami na pracujgcego sy a ubytkiem kapitalu na pracujacego uk.

3 Zaktadamy, ze wszystkie dalej badane zmienne sg ciggtymi i rézniczkowalnymi funkcjami czasu ¢ = 0.
Zapis x(t) bedzie oznaczat trajektorie zmiennej x (ktéra wyznacza wartosci tej zmiennej w kolejnych mo-

, d . d S . ) , . o
mentach t), a x(t) = d—f lub x = d—’:— pochodng owej zmiennej po czasie. Pochodng x(t) mozemy za$ utoz-
samiac z przyrostem wartosci zmiennej x w momencie t.
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3. Rozwigzanie modelu

Z réwnania (1) wynika, ze w prowadzonych analizach technologi¢ a uzalezniamy od
zasobu kapitalu na pracujacego k. Funkgcja a(k), opisujaca zalezno$ci miedzy tymi
zmiennymi, charakteryzuje si¢ nastepujacymi wlasno$ciami*:

® a:[0,+) - [0,1);

e a(0)=0;

Vk>0 (a’(k)=e*>0Aa"(k)=-e*<0);

kl_i)rpoo a(k)=1.

Z powyzszych wlasnosci funkcji a(k) wynika, ze jesli kapital na pracujacego k ro-
$nie od 0 do +oo, to a takze roénie coraz wolniej od 0 do 1. Plynie stad roéwniez wnio-
sek, ze w rozwazanym modelu — w przeciwienstwie do neoklasycznych modeli wzro-
stu z egzogenicznym postepem technicznym Solowa (1956), Swana (1956), Mankiwa
iin. (1992) czy Nonnemana i Vanhoudta (1996) - technologia nie jest zmienng ro-
snaca wykladniczo do +oo, ale jej wartoéci zmieniajg si¢ jedynie w przedziale® [0, 1).

Po wstawieniu réwnania (1) do funkcji wydajnosci pracy (2) otrzymujemy

y=fl)=Q1-e ke, (4)

z czego wynika, Ze:
e f:[0,+0) = [0,+0);
* f(0)=0;
e Vk>0 f'(k)= e*k*+a(l-e®)k*-1>0;
* Jim f00) = lim ((1-e k) = veo
czyli jedli naklady kapitalu na pracujacego rosng od 0 do +oo, to wydajno$¢ pracy ros-
nie od 0 do +co.

Ze zwigzku (4) wnioskujemy réwniez, ze elastycznos¢ € wydajnosci pracy y wzgle-
dem nakladéw kapitalu na pracujacego k opisuje rownanie

k_e*k*t 1+ a(1-e )k _ k

a+

(k) (1-e )k ek -1’

e(k)=f'(k)-

4 Zapis typu F: A — B oznacza, ze funkcja F przyporzadkowuje warto$ciom ze zbioru A wartosci nalezace do
zbioru B.

5 Réwnanie (1) mozna zapisa¢ takze wzorem a(k) = a,, - (1 - e™¥), gdzie a,, > 0. Wéwczas przy naktadach
kapitatu na pracujacego k rosnacych od 0 do +oo technologia a rostaby od 0 do a,,. Ta zmienna jednak
nie jest bezposrednio mierzalna, wiec zawsze mozna dobrac jednostki, w ktérych jest ona wyrazona w ten
sposéb, aby a,, = 1. Przyjecie zatozenia, ze Vk = 0 a(k) € [0, 1), ma te przewage nad zatozeniem, ze
a(k) € [0, ay,), poniewaz jesli w diugim okresie k — k, tow pierwszym ze wspomnianych przypadkéw
a-a=a(k) € [0,1), aw drugim przypadku mamy a - @ = a(k) € [0, a,). Dlatego przy a(k) € [0, 1)
wielkos¢ @ wynoszaca np. 0,7 oznacza, ze dlugookresowa technologia osiaga 70% maksymalnej - mozli-
wej do uzyskania — wartosci tej zmiennej. Natomiast w przypadku, gdy a(k) € [0, a,), dtugookresowa
technologia bytaby réwna 0,7a,, i nalezatoby te warto$¢ odnies¢ do ay,.



52 Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician 2026 | 5

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze:
e zreguly de 'Hopitala mamy

. . k 1
lim (k) =a+ lim =q+ lim = =a+1;
k-0* k-0t ek -1 k—-0* ek

e pochodng &’ (k) opisuje wzér

(1-k)ek-1
(ek-1)2 °

&'(k) =
co powoduje, ze sgn €' (k) = sgn w(k), gdzie
w(k)=(1-k)ek-1.
Funkcja w(k) charakteryzuje si¢ nastepujgcymi wlasno$ciami:

w(0)=0A(Vk>0 w'(k)=-ke*<0).

Wynika z tego, ze dla kazdego k > 0 mamy w(k) <0 A &'(k) <0;
e wykorzystawszy ponownie regule de 'Hopitala, otrzymujemy

kl_iﬂloog(k) sat kl_i)rpoo ekk_ 1 sat kl_i>rpooe_1k - a
Z powyzszych wlasnosci funkgji elastycznosci €(k) wynika, ze jesli zaséb kapitatu
na pracujacego k rosnie od 0 do +oo, to elastycznos¢ € wydajnosci pracy y wzgle-
dem nakladéw kapitatu na pracujacego k spada od 1 + a do a. Dlatego parametr o
w funkcji wydajnoéci pracy (4) mozemy nazywa¢é quasielastycznoscia (y wzgledem k)
rozumiang w ten sposob, ze

k—>+oo=e=f’(k)-]%—>a.
Funkcje produktywnoéci kapitatu p (k) = % = % okresla zwigzek
ek
p() = (1-e k-1 = 126 5)

kl—a
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Funkcja (5) charakteryzuje si¢ nastepujacymi wlasnosciami:
e badamy ja dla k > 0 i wowczas p: (0,+00) = (0,+00);
e jej granice w 0" i +oo réwne sa 0, poniewaz z reguly de 'Hopitala wynika, ze
po pierwsze
-k -k k®

lim p(k) = hm l-e™ _ = lim = = lim & =0
k-0t o+ kl a k_>0+(1_a)k—0[ k—>0* 1_a ’

a po drugie

_ ok
11m p(k) = hm k1ea =0;

f()

¢ znak pochodnej funkgji produktywnosci kapitalu p(k) = — jest taki sam jak po-

chodnej funkcji
q(k) =Inp(k) =In(1-e™) - (1 - a)Ink.

Pochodng funkgji q(k) okresla zwiazek

= _l-a_ 1 l-a_k-(-a)lek-1)
1 1- e"‘ k ek-1 k k(ek-1)

lub

oy = 70
q'(k) = m,
gdzie (k) =k - (1-a)(e¥ - 1) Asgnr(k) = sgn q'(k). Poniewaz (0) = 0, z tego,
ze 1'(k)=1-(1-a)e*, wynika, ze jesli k jest mniejsze (wicksze) od
-In(1-a), to pochodna 7r'(k) jest dodania (odpowiednio: ujemna), wiec
w punkcie k=-In(1-a) >0 funkcja ma maksimum wynoszace 1, > 0. Ponadto
kl_1)r+nm r(k) = kl_1)r+nm (k -(1-a)(e*- 1)) =—00, zatem (na mocy wlasnoéci Darboux
funkcji ciaglej) istnieje doktadnie jeden punkt k* wiekszy od —In(1-a) > 0, taki
ze w przedziale (0,k”) wartoéci funkcji 7(k) i pochodnej q'(k) sa3 dodatnie,
a w przedziale (k”, +o0) — ujemne.

Z powyzszych wlasnoéci funkcji produktywnosci kapitatu p(k) wynika rowniez, ze
w przedziale (0, k") wartosci tej funkcji rosng od 0 do py, = p(k™) > 0, a w przedziale
(0,k") - spadaja.

Wielkos$¢ k”, przy ktérej produktywno$é kapitatu jest maksymalna, to rozwia-
zanie réwnania u(k) = 0, gdzie u(k) = k - (1 - a)(e* - 1). Wynika z tego, ze k" jest
funkcja uwiklang quasielastycznosci a postaci k™ = k" (a). Pochodng tej funkcji okresla
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. dk* _ du/da _  ek-1 dk” . . . .
zwigzek @ - " awok - Gaek 1 Pochodna T Jest dodatnia, poniewaz po

pierwsze Vk >0 (e*>1 = e* -1>0), a po drugie punkt k" znajduje si¢ na prawo

od punktu k=-In(1-a) =In ﬁ, co powoduje, Ze w jego otoczeniu k > lnﬁ =
ek > ﬁ: (1-a)ek-1>0.

Wybrane przyblizone wartosci k* (przy réznych quasielastycznoéciach @) oraz
odpowiadajace im produktywnosci kapitatu p(k*) zestawiono w tabl. 1.

Tabl. 1. Przyblizenia k" i py, = p(k”) odpowiadajace wybranym quasielastyczno$ciom a

a Kk’ pu=pk")
0,1017 0,8481
0,2071 07717
0,3167 07213
0,4308 0,6865
0,5502 0,6624
0,6755 0,6463
0,7627 0,6392
0,8075 0,6366
0,9474 0,6324
1,0965 0,6331
1,2564 0,6382
1,4295 0,6476
1,6188 0,6613
1,7457 0,6720
1,8284 0,6795
1,9038 0,6866
1,9789 0,6939
2,0646 0,7025
23367 0,7306
2,6075 0,7592
2,6604 0,7648
3,0649 0,8059
3,6150 0,8557
4,5139 0,9173

Zrédto: obliczenia whasne.

4, Stabilnos¢ punktow stacjonarnych

Po wstawieniu funkcji wydajnosci pracy (4) do réwnania rézniczkowego (3) otrzymu-
jemy uogdlnienie réwnania Solowa dane wzorem

k() =s(1-e*®)k(t) - uk(t). (6)
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Réwnanie rézniczkowe (6) nie ma catki ani w zbiorze funkgji elementarnych lub
ich zlozenn - z wyjatkiem calki trywialnej k(t) =0, ani wéréd funkgji specjalnych
Gaussa i Eulera. Ponadto, po uwzglednieniu funkcji wydajnosci pracy (4), mozemy je
zapisa¢ wzorem

k() =sf(k(t)) - pk(t),
z ktorego wynika, ze

(k>0<:>p(k)>g)/\(k=0<=p(k)=g)/\(k<o=>p(k)<§), )

gdzie p(k) oznacza badang uprzednio funkcje produktywnosci kapitatu (5). Podobnie

jak w oryginalnym modelu Solowa zalezno$¢ (7) implikuje, ze jesli produktywnos¢

kapitatu p(k) bedzie wigksza (mniejsza) od ilorazu %, to przyrosty kapitalu na pracu-
jacego k beda dodatnie (ujemne), a przy p(k) = % rownanie rozniczkowe (6) bedzie
miato nietrywialny punkt stacjonarny.

Ze zwigzku (7) 1 wlasnosci funkcji produktywnosci kapitatu wynika, ze liczba nie-
trywialnych punktéw stacjonarnych réwnania rézniczkowego (7) jest zalezna od rela-
cji, jaka ksztattuje sie pomiedzy maksymalng (mozliwg do osiagniecia) produktywno-
$cig kapitatu py, a ilorazem % Wrynika to z tego, ze:

o jesli py < %, to badane réwnanie rézniczkowe nie ma nietrywialnych punktéw
stacjonarnych, poniewaz wowczas dla dowolnego k > 0 mamy p(k) < py < %;

o w przypadku, gdy py = %, réwnanie ma nietrywialny punkt stacjonarny k pokry-
wajacy sie z punktem k", w ktérym funkcja produktywnosci kapitatu osigga mak-
simum;

o jeslizaspy > %, to z wlasnosci Darboux funkgji ciaglej wynika, ze istnieja dwa nietry-
wialne punkty stacjonarne roéwnania rozniczkowego (6). Pierwszy z tych punktéw
(k1) nalezy do przedziatu (0, k), a drugi (k) znajduje si¢ w przedziale (k*,+o0).
W pierwszym z wymienionych wyzej przypadkéow - czyli gdy py < % - przy

dowolnej dodatniej wartosci kapitalu na pracujacego przyrosty tego kapitalu sg

ujemne. Dlatego dla dowolnej wyjsciowej wartoéci k(0) > 0 otrzymujemy?®

t >+ = (k(t) > 0Ay(t) > 0Aa(t) - 0),

czyli kapital na pracujacego k, wydajnos$¢ pracy y i technologia sg w dlugim okresie
zbiezne do 0.

6 Wartos¢ zmiennej x, ktora ksztattuje sie przy t — +oo, jest utozsamiana z jej wartoscia dtugookresowa.
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Jesli zas py = %, to po pierwsze w punkcie k = k" mamy k =0, a po drugie dla
dowolnych k € (O,E) v (E,+oo) przyrosty kapitalu na pracujacego s3 ujemne.
W zwigzku z tym:

o jesli wyjéciowy zasob kapitatu na pracujacego k(0) € (0,k), to
t > +o0o = (k(t) > 0Ay(t) > 0Aa(t) - 0),

wiec mamy rdwnowage dlugookresows jak poprzednio;

e przy k(0) = k w kazdym momencie t > 0 kapital na pracujacego jest réwny k, wiec
otrzymujemy’

ve =0 y(&) = f(k) Aa(®) = a(k);

o wprzypadku, gdy k(0) € (k,+o0), mamy k(t) < 0 A k(t) > 0, a z tego wynika, ze
t - +00 = (k(t) > kay(t) - f(k)Aa(t) - a(F)).
Analizujac réwnanie rézniczkowe (6) przy py > %, stwierdzamy, ze
k € (0,k;) U (kp+o0) = k <0,

(k=k,Vk=ky,)=k=0
oraz

ke (ko k) = k>0,

Wynikajg z tego nastepujace wnioski:
o jesli wyjsciowy kapital na pracujacego k(0) nalezy do przedziatu (O,El), to

t - +00 = (k(t) > 0 Ay(t) > 0 Aa(t) - 0);

e w przypadku, gdy k(0) = k; réwniez w kazdym nastepnym momencie t, wartosci

rozwazanego tu zasobu, czyli k(t), wynosza k;, co powoduje, ze wowczas
vt >0 y(t) = f(ky) Aa(t) =a(k,);

7 Rzecz jasna, skoro f'(k) > 0ia’(k) > 0, to dtugookresowe wartosci f (k) f (k1 ), f (k2 ), a(k), a(k, ) i a(k,)
beda tym wyzsze, im wyzsze beda wartosci odpowiednio k, Fl i EZ.
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jesli k(0) € (E,FZ), to k > 0, stad wnioskujemy, ze
t - +o0 = (k(t) > Ky Ay(®) > f(kz) Aa(®) - a(kz));

przy k(0) = k, mamy k = 0, zatem

VE>0 k() =k, Ay(t) = f(k;) Aa(t) = a(k,);

przy k(0) € (EZ,+00) przyrosty kapitalu na pracujacego sa ponownie ujemne,
a z tego wynika, ze

t— +o0 = (k(t) > ky Ay(t) > f(ky) Aa(t) > a(FZ));
e zauwazmy tez, ze punkty stacjonarne El i Ez s3 rozwigzaniami réwnania
v(k) =0,

gdzie
U
v(k) =p() - &

przy czym punkt k; jest rozwigzaniem owego rownania w przedziale, w ktérym

pochodna p' (k) jest dodatnia, a punkt k, — w przedziale, w ktérym jest ona ujemna.

Dlatego
ok,  ov/op 1 AaE _ 0v/os M 0
o - " avjok spi(k) " as T T avjok | stpi(k)
oraz
ok, ov/ou 1 ok, dv/ds M

2 _ - J - - 0.
on - " ovjak spi(k) N as T T awjok | stoi(l)

Oznacza to, Ze im wyzsza stopa ubytku kapitatu na pracujacego u, tym wyzsza war-
to$¢ ky, nizsza k, i tym samym mniejsza rozpieto$¢ przedziatu (Fl, Ez), w ktérym
k > 0. Jesli zas rosnie stopa oszczednosci/inwestycji s, to zasob ke, spada, zasob k,
ro$nie, a rozpigtos¢ przedziatu (El, Ez) sie zwieksza.

Na wykr. 1 zostal przedstawiony diagram bifurkacyjny (Dhooge i in., 2003) dla mo-

delu (6). Przy warto$ciach parametrow u=0,1ia = 12—; bifurkacja typu siodto-wezet
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zachodzi dla s = 0,1488. Dla wartosci s mniejszych niz 0,1488 nie istnieje zaden punkt
stacjonarny oprocz trywialnego punktu stacjonarnego. Gdy s jest wieksze niz 0,1488,
pojawiajg sie dwa punkty stacjonarne; stabilne lezg na linii cigglej, a niestabilne -
na przerywanej.

Wykr. 1. Diagram bifurkacyjny dla punktéw stacjonarnych k* modelu (6)
wzgledem stopy oszczednosci/inwestycji (s)

Uwaga. Linia ciggta — punkty stabilne, linia przerywana - punkty niestabilne, LP — punkt bifurkacyjny typu
siodto-wezet.

Zrédto: obliczenia wiasne.

Poréwnajmy réwniez wartosci funkeji produktywnosci kapitatu p(k), opisanej
réwnaniem (5), z warto$ciami funkcji produktywnosci kapitatu pg(k), ktora wyste-
puje w modelu Solowa, z funkcjg produkcji Cobba-Douglasa o tacznej produktywno-
$ci czynnikéw produkeji a =1, czyli z funkcjg produktywnosci kapitalu dang wzo-

rem: pg(k) = k* 1. Przy ilorazach badanych produktywnosci kapitalu p(k) = Z;S(—(:))
otrzymujemy®
a-1
e ——
p(k) A eFyka-1’

8 lorazy wydajnosci pracy w modelu Solowa f5(k) = k% i w badanym tu modelu f (k) = (1 - e™®)k* takze s3
réwne rozwazanym tu wartosciom funkgji p (k).
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astad
et ®)
p(k) - ek _ 1
Ze zwigzku (8) wynika, ze:
o k- 0= plk) > +oo;
, - ek 1 - ek(e*-1)-2e2k _ ek(ek+1) )
o vico (oK) G <0AP ) o Ty 7o)

o k- +oo = p(k) > 1.
Jesli wiec naklady kapitatu na pracujacego k rosng od 0 do +oo, to ilorazy p (k) pro-

duktywnosci kapitatu spadajg coraz wolniej od +oo do 1. Przykladowe krzywe produk-
tywnosci kapitalu w modelu Solowa i w badanym modelu zilustrowano na wykr. 2,
przy warto$ci parametru o = 12—; ~ 0,6309, a ich ksztalt dla dowolnego a € (0, 1) jest

bardzo zblizony do zaprezentowanego.

Wykr. 2. Krzywe produktywnosci kapitatu w modelu Solowa (ps)
i analizowanym modelu (p) przy a = %

Zrédto: obliczenia whasne.

Z wlasnosci funkeji p(k) i wykr. 2 mozna wyciagnaé wniosek, ze jesli badany
model ma dwa nietrywialne punkty stacjonarne (czyli gdy py > %), to punkt sta-

- - — \/(1-a)
cjonarny k, < kg, gdzie kg = (;)

cego w rownowadze modelu Solowa z funkcjg produkcji Cobba-Douglasa o a =1.

oznacza dlugookresowy kapital na pracuja-
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Co wiecej, zaréwno w punkcie k, w analizowanym modelu, jak i w punkcie dlugo-
okresowej réwnowagi Solowa kg musi zachodzi¢ réwnosé p(k) = > £, wiec jesli stopa
oszczednosci/inwestycji s rosnie, to po pierwsze punkty stacjonarne k, i kg przesu-
waja sie w prawo, a po drugie 1loraz zbhza sie do 1.

Prowadzone rozwazania teoretyczne zilustrujemy prostym przykltadem liczbowym.
Zalézmy, ze stopa ubytku kapitatu na pracuje;cego u wynosi 10%. Przyjmujemy, ze

wartosci parametru @ wynosza kolejno — = 0,6309, ln—3 =~ 0,6826 lub ln—3 ~ 0,7925.

Bierzemy «, bedace 1lorazam1 (przy czym A, B > O) z tego wzglgdu, ze gdyby
w gospodarce proces produkcy]ny opisywata funkcja produkcji Cobba-Douglasa
o TFP réwnej 1, czyli funkcjaY = KL% = y = k%, i gdyby stosunek kapitalu na
pracujacego :—III w dwoch gospodarkach wynosit B, to relacje wydajnosci pracy %

. . oy _ (k\MAIE o a/inE
w tych gospodarkach okreglaloby réwnanie’ o (k ) = B4/ = A, Ozna-
11 1

. In2 In3
cza to, ze w tych warunkach (a’— —/\— = 3) = (a' Syt 5) =
| kip Y In5 kg
n3 k
2 =3oraz( =—A-L =4)$— =3,
Yi In4 " kyg yir

Z oszacowan w tabl. 1 wynika, ze przy wartoéci parametru o = 12—; zasob k" jest rowny
ok 1,7457, a py =p(k") ~ 0,6720, jesli a= 1=, to k" ~ 1,9789 Apy =p(k") ~
0,6939. W przypadku a = :E—i otrzymujemy k" ~ 2,6075 Apy =p(k”) = 0,7592.

Przy tych warto$ciach parametréw a i 4 dochodzimy do nastqpujqcych wnioskow:
1
e jesli stopa oszczednosci/inwestycji w gospodarce bedzie nizsza od s” = pL = oo’
M M

to w dtugim okresie k(t), y(t),a(t) - 0. W badanych przypadkach wartosci s”
s3 rowne ok. 14,88% przy a = ::—2, ok. 14,41%, jesli a = 12—? oraz ok. 13,17%

dlaa= - i
o w przypadku, gdy stopa oszczednosci/inwestycji s réwna jest s~ (odpowiadaja-
cemu zadanym warto$ciom quasielastycznosci @), to (k(0) < k=k At +00) =
k(®),y(0),at) > 0,  k(0)=k=k" = vt>0 (k(t) =k Ay(®) = f(k) Aa(t) =a(k))
lub (k(0) >k =k At = +e0) = (k(t) > k Ay(t) - f(k) Aa(t) - a(k)).
Wartosci k, f (E) i a(E), towarzyszace badanym wartosciom quasielastycznosci,
przedstawiono w tabl. 2.

InA , Kk
—AN—

° Rzecz jasna przy funkcji wydajnosci pracy (4) implikacja (a =50
11

= B) = 2L — A nie zachodzi, ponie-
yi
s InA , ki 1-e Bk
waz wéwczas mamy (a = ﬁ/\k_ = B) =L =
11

yu  1-eu
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Tabl. 2. Wartosci k, f (k) i a(k) odpowiadajace wybranym quasielastycznosciom a

a K=k £(®) a(%)

1n_2 ................................. 1,7457 1,1732 0,8255
In3

In3

T s 1,9789 1,3732 0,8618
In5

In3

T s 2,6075 1,9797 0,9263
In4

Zrédto: obliczenia wiasne.

61

e jesli zag s > s, to przy k(0) > 0 moze wystgpi¢ jeden z nastepujacych pieciu przy-

padkow:

(k(O) € (0, El) At — +oo) = k(t),y(t),a(t) —» 0,

k(0) =k, = Vt>0 (k(t) =k Ay(e) = (ki) Aalt) = a(El)),

(k(0) € (ky, k) At > +o0) = (k(t) - (k) Ay(t) -

(f(%z))_ Aa(t) - (a(FZ))_),

k(0) =k, = Vt>0 (k(t) =k, Ay(©) = f(k;) Aa(D) = a(Ez))

lub

(k(0) > Ty At > +00) = (k(8) > (R2) Ay (®) = (F(R2)) Aa(®) - (a(®))).

Wartosci ky, f (El), a(El), ky f (Ez) i a(%z), opisujace stany stabilnej lub niesta-
bilnej réwnowagi dlugookresowej tak zmodyfikowanego modelu wzrostu Solowa, przy
badanych wartosciach quasielastycznosci @ oraz stopie oszczednos$ci/inwestycji s
rownej (kolejno) 15%, 17,5%, 20%, 22,5%, 25% > s”, zestawiono w tabl. 3. Podano

réwniez wartoéci kapitatu na pracujacego ks i wydajnosci pracy Vs = (Es)a w dlugo-
okresowej roéwnowadze Solowa przy badanych kombinacjach (a,s,pu), réwne

()"

u

-a) iys _ (i)a/(l—a)‘
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Tabl. 3. Wartosci k, f (k1 ), a(k,), k. f (k2), a(k,) oraz ks i y przy wybranych kombinacjach
parametréw (a, s)

; BO|AE) |a®) | B| AR |a®) | B | T
_ In2
~ In3
0,150 e 1,4312 0,9541 0,7610 2,1271 1,4181 0,8808 32 22
0,6894 0,3939 0,4981 4,4062 2,5178 0,9878 4,5553 2,6030
0,200 ..coerereerennne 0,4804 0,2402 0,3815 6,5148 3,2574 0,9985 6,5410 3,2705
0,225 s 0,3665 0,1629 0,3068 8,9970 3,9987 0,9999 92 42
0,250 e 0,2937 0,1175 0,2545 11,9733 4,7893 1,0000 | 11,9736 4,7894
In3
%= Ins5
0,150 e 1,2704 0,8469 0,7193 3,1049 2,0699 0,9552 3,5876 2,3917
0,7262 0,4150 0,5163 5,7739 3,2994 0,9969 5,8308 3,3319
0,200 o 05223| 02611 04068| 88767| 44384| 09999| 88806 4,4403
0,225 e 0,4064 0,1806 0,3340 12,8708 5,7203 1,0000 12,8709 5,7204
0,3306 0,1322 0,2815 17,9380 7,1752 1,0000 17,9380 71752
In3
= na
0,150 e 1,1653 0,7769 0,6882 7,0258 4,6839 0,9991 7,0560 4,7040
0,175 e 0,7836 0,4478 0,5432 14,8307 8,4747 1,0000 14,8307 8,4747
0,5962 0,2981 0,4491 28,2238 14,1119 1,0000 28,2238 | 14,1119
0,225 e 0,4810 0,2138 0,3818 49,7865 22,1273 1,0000 49,7865 | 22,1273
0,250 e 0,4021 0,1608 0,3311 82,7199 33,0880 1,0000 82,7199 | 33,0880

a W tych przypadkach uzyskano wielkosci bedace liczbami naturalnymi.
Uwaga. Szarym ttem zaznaczono wielkosci z oryginalnego modelu Solowa. Wielkosci w tabl. 3 podawane sa

z dokfadnoscig do 4 cyfr po przecinku, dlatego zapis 1,0000 oznacza liczbe bardzo zblizong do 1.

Zrédto: obliczenia whasne.
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Aby zilustrowa¢ przykladowe trajektorie kapitatu na pracujgcego, technologii i wy-
dajnosci pracy w czasie dyskretnym, zastepujemy uklad réwnan (1)-(3) nastepujacym
ukladem dynamicznym (dlat =0, 1, ...):

=1-eh
}’t ackf 9)
ke=sy, 1+ A -mwke_q

Przy t — +oo uklad (9) zmierza do tego samego punktu stacjonarnego co model
teoretyczny (1)-(3), zatem w otoczeniu tego punktu rozwigzania s3 rGwnowazne.

Korzystajac z ukltadu dynamicznego (9), wyznaczamy trajektorie wspomnianych
zmiennych makroekonomicznych w trzech hipotetycznych gospodarkach: A, B i C.

W symulacjach numerycznych bierzemy quasielastycznos¢'® a = 12—2 i stope ubytku
kapitalu na pracujacego u = 0,1. Je$li za$ a = 12—;, to maksymalna produktywno$¢ ka-
pitatu p,, wystepuje przy k* = 1,7457 i wynosi ok. 0,6720. Na wykresach 3-5 zilu-
strowano te trajektorie, przy zalozeniu ze w kaidej gospodarce stopa oszczgdnosci/
inwestycji s wynosi odpowiednio 0,12, s = — =~ 0,148810,16. Wowczas

IJM
(=012 = py < g)/\(s=0,16=pM> g)

Ponadto w kazdym z badanych przypadkow zalozyliémy, ze w gospodarce A wyj-

Sciowy kapitat na pracujgcego ko >0 wynosi — a2 , w gospodarce B wynosi ko = k’,
aw C wynosi ko = 2k”. Wéwczas (przy badanej qua31elastycznosc1 «) wyjsciowy zasob
kapitahu na pracujacego w gospodarce A jest nizszy od k;, w B spelniona jest nierow-
noé¢ ky <ky<kyaw gospodarce Cjest to kg > k,.

Ponadto na wykresach 3-5 zilustrowano trajektorie kapitatu na pracujacego k i wy-
dajnosci pracy y w gospodarkach A, B i C w analogicznym modelu Solowa (pominieto
trajektorie technologii a, poniewaz w tym modelu w kazdym okresie ¢t a, = 1). Tra-

jektorie wspomnianych zmiennych w modelu Solowa s3 oznaczone odpowiednio jako
A(S), B(S) 1 C(S).

10 Prezentowane symulacje numeryczne maja jedynie zilustrowa¢ wnioski ptynace z prowadzonych wczes-
niej analiz teoretycznych, dlatego wybdr quasielastycznosci a € (0, 1) nie rzutuje na ksztatt otrzymanych

trajektorii, a wptywa jedynie na ich potozenie. Bierzemy zatem ad hoc a = :2—2 W znanych z literatury sza-
cunkach i kalibracjach parametréw funkgeji produkcji Cobba-Douglasa dla réznych gospodarek (np. Dykas
i in., 2023; Filipowicz, 2019; Filipowicz i in., 2017; Florczak i in., 2013; Kliber i Malaga, 2003; Matsumoto
i Szidarovszky, 2025; Vollrath, 2024; Wista i Nowosad, 2020) te elastycznosci wahaja sie miedzy 0,19 as ln5’
co sugeruje, ze trudno o precyzyjne, uniwersalne wyznaczenie wartosci tego parametru. Szeroka dyskusje
dotyczaca kalibracji lub estymacji elastycznosci produkcji wzgledem kapitatu na pracujagcego a mozna
znalez¢ w pracy Welfego (2003).
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Wykr. 3. Trajektorie kapitatu na pracujacego k, technologii a i wydajnosci pracy y
przys=0,12
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Zrédto: obliczenia whasne.
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Wykr. 4. TrajektorLe kapitatu na pracujacego k, technologii a i wydajnosci pracy y
przys= g~
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Zrédto: obliczenia whasne.
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Wykr. 5. Trajektorie kapitatu na pracujacego k, technologii a i wydajnosci pracy y
przys=0,16
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Zrédto: obliczenia whasne.
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Trajektorie przedstawione na wykresach 3-5 potwierdzaja sformulowane wcze$niej
wnioski plynace z analiz stricte teoretycznych, poniewaz przy stopach oszczedno-
$ci/inwestycji ponizej wyznaczonej uprzednio wielko$ci granicznej kapital na pracu-
jacego, technologia i wydajno$¢ pracy zmierzajg do 0, powyzej za$ — do nietrywialnego
punktu stacjonarnego. Jesli we wspomnianym okresie kapital na pracujacego wynosi
ko > 0, to odpowiadajacy mu poziom produkcji na pracujacego yo w modelu Solowa
jest rowny kg, a w prezentowanym modelu

Yo = (1-e™)k{ <k,

czyli w kazdej badanej gospodarce poziom wydajnosci pracy w modelu Solowa
w okresie t = 0 jest wyzszy niz w badanym modelu wzrostu gospodarczego.

5. Podsumowanie

W pracy zostal przedstawiony model wzrostu, w ktérym zaklfada si¢, ze akumulacja
kapitalu na pracujacego prowadzi do wzrostu poziomu technologii. Ten model moze
mie¢ wigcej niz jeden nietrywialny punkt stacjonarny, przy czym jesli istnieja dwa nie-
trywialne punkty stacjonarne, to pierwszy z nich wyznacza granice ubdstwa gospo-
darki. Jesli gospodarka znajdzie si¢ w przedziale miedzy 0 a pierwszym z punktow
stacjonarnych, to w dlugim okresie wszystkie badane zmienne makroekonomiczne
zmierzajg do 0. Aby gospodarka nie wpadla w pulapke ubdstwa, musi zatem cechowa¢
sie odpowiednio wysoka stopg oszczednosci/inwestycji, ktdra przesuwa krytyczny nie-
trywialny punkt stacjonarny w lewo.

W odréznieniu od oryginalnego modelu Solowa, w prezentowanym modelu wzro-
stu gospodarczego wykazaliSmy, Ze ponizej pewnego poziomu stopy oszczednosci/
inwestycji nie istnieje Zaden nietrywialny punkt stacjonarny, a powyzej tego poziomu
mamy dwa nietrywialne punkty stacjonarne. Pierwszy z nich (przy nizszym poziomie
kapitatu na pracujacego) jest punktem niestabilnym, drugi za$ (cechujacy sie wyzsza
wartosécig tej zmiennej makroekonomicznej) — punktem stabilnym.

Zbadali$my rowniez dynamike rozwigzan modelu i przeprowadziliémy symulacje
numeryczne trajektorii kapitalu na pracujacego, technologii i wydajnosci pracy przy
wybranych quasielastyczno$ciach (wydajnosci pracy wzgledem kapitalu na pracujg-
cego), stopach oszczednosci/inwestycji i stopie ubytku kapitatu na pracujacego.

Z przeprowadzonych analiz teoretycznych i wynikow prezentowanych symulacji
numerycznych wynika, Ze im wyzsza stopa oszczednosci/inwestycji (przy danej kom-
binacji pozostatych zmiennych niezaleznych w badanym modelu), tym wigksze praw-
dopodobienstwo, ze tak uogélniony model Solowa ma dwa nietrywialne punkty sta-
cjonarne. Ponadto im wyzsza warto$¢ stopy oszczednosci/inwestycji (przy dwoch
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nietrywialnych punktach stacjonarnych), tym wieksza rozpieto$¢ przedzialu pomie-
dzy warto$ciami kapitatu na pracujacego w nietrywialnych punktach stacjonarnych
badanego modelu wzrostu. Im wigksza za$ rozpieto$¢ tego przedziatu, tym wigksze
prawdopodobienstwo, ze wyjsciowy poziom kapitalu na pracujacego jest wyzszy od
wartosci tej zmiennej w pierwszym z nietrywialnych punktéw stacjonarnych. Z tego
wynika, ze wysokiej stopie oszczedno$ci/inwestycji towarzyszy niskie prawdopodo-
bienstwo, ze w gospodarce charakteryzujacej si¢ pewnym kapitalem na pracujgcego
k(0) > 0 wartosci podstawowych zmiennych makroekonomicznych na pracujgcego
beda w dlugim okresie dazy¢ do 0.
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